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^t&fyttf a($ man bie (Somhination^U^te no(|» ni^t ald not^> 
loenbide $Ba{t9 ber 2Cna(9{t@f fonbetn nur a(d eine ^üift bei atia> 
Iptifc^en Untetfud^ungen anfol^, ma^ ed bteUet(^t ju entfc^ulbigen 
dewefen fepn; wenn man i^ce Seilten ald einen ^nbe^tiff aufO^tau» 
ben an^une^menber dtegeln barflettte» 

Ö6 d<)'& eHt>tm neben ber detv6|)nn0en 3CnaIp{t$ aud^ nod^ 
eine combinatotifd^e/ wd^renb man ftc^ |e|t tjon bei: 0{otbn>enbid« 
feit, bie (Sombination^tel^tre aU SSotQdnQtxinn bei: "Kmi^^i^ §u bei> 
trachten; über^eudt i)aU 2Cber bedwegen mu^ ftcb audf> bie~2Ci:t 
il^i:«;!: SarfleUung dnbetn^ fte mup aU froherer 2:i;cil einer matl^e- 
nfat^ifd^en £S$i{fenf4)aft fetbfi fireng »ijfenfd^aftad^ U^anhdt »erben. 

^an pflegt [\(^ xoo^i p vomhivn, t>a^ t>k Sombinattonds 
(e^e bei bem ö^ofen einfluffe, weld^cn fie auf bie Änat^ftö be» 
"fyaüpUt, bod^ no(^ ntd^t attgemein berbrettet i^, \a, felbfi «on 
äRatl^ematifern al9 eine ber SD^atf^emattf ]|)64)jl cntbe^rUc^e/ baa 
©tubium berfelben nur l^inbernbe SBiffenfc^aft angcfct^en wirb» 
^at man benn aber Urfad^e, benlenigen anjufCagen/ welcher / fo 
eben 4ba9 ^tubium ber ebibenten ßlementarmat^ematif berlaffenb; 
0e|h)unden ifi, ben Uebergand §u ^b^txm X^tiUn '\dna Sä^iffen» 
fd^aft mit SttQctn ju mad;en, hie i^m at$ unbebingte SEßa^rl^eiten 
ol^ne irgenb ein SBarum aufgebrungcn wer'ocn; iinb ber bei ber 
goberuttö, auf bie fe SttQttn ein wiffcnfd^aft(td[)eö <Si)flcm ber 2Cna» 
IW^ 8» Öt:>inben, 2Cnfto^ finbet? 3(ra Uniom Uhnm bie SJegetn 
ber (Srjeudund combinatorifcr;er 3ufammen{}eUundett ntt^t an^e^tf^m 
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wetben; foUen fte alfd ei^ibent fe^n^ fo, bcbüxfm fte einet ^emon« 
{hation. SBenn ttt 2Cnfdnder nad^ tm Qmb^nü^tn Stegeln feine 
BufammenfieUunden Qma^t "^at, \oMtp^i^Ut i^n nod^ ni^u, 
öbetjeugt ^u fe^n/ et Ifiabe bie ^omptejctonen / weld^e ber iD))era' 
tionen gemdfl ]()ei;\)ordef)en nt&ffen/ in i^cet SSoUfIdnbtdfeit gebitbet* 

@o(0e dle^eln Qäb man fowol^l föt baa inbepenbente/ atd 
aud^ föt bad vecurrirenbe SSetfal^ren/ ober leitete bad (eitere t>on 
bem etflern ab, inbem man auf bie ^Cnfd^auund auf bie f^on inbe« 
))enbent gebitbeten formen t>emtea* SJtan fiel^et/ fieißt t$ bann 
Qzxoi^fynü^f in ben formen bie unb bie £)vbnund bec Elemente; 
man fann fte ballet »tebet eben fo orbnen^ unb l^at baniit alfo 
eine zweite 2Ct:t bet S3i(bund« SKan fiel^et ja obtt immet nur an 
einem S3eif^iele/ wenn alfo au^ bie ®inne nid^t trögen / fo ifl 
bo0 ta^f tvad man {teilet/ ^»atticuldt/ unb (ann pfdUtg fepn. 
SE)a^ SSerfal^ren/ bie trecutritenbe SSeftimmung Don bet inbepenben» 
ten abzuleiten ^ ifi n^iffenf^aftUd^ $ nur blarf ed ni^t l^eifen/ man 
fiel^et/ ta^ tit (Elemente in bet unb bet iOtbnund auf einanbet 
folgen/ fonbern man mup bartl|>un/ bap fte ben allgemeinen inbe* 
pmUnUn ©efe^en bet S3ilbung gemdp/ ni^t anbete fielen (6nnen» 

3u biefet fSttt^oUf totm ea öbet^aupt SiJ^etl^obe genannt 
toetben fann^ fommt nun nod^ bie unbequeme unb etmäbenbe dltere 
SBejeid^nung ; ein sn>eitet ©runb/ n^atum e$ fo Dielen S^at^ema^ 
tiCetU/ unb befonbeta ben ^uaidnbetn nod^ immetnid^t gefallen 
l^at/ ^ bet beutfc^en Gtfinbung unb i^ut fo bebeutenben IBot» 
t^eile 5u bebjenen« 

2)ie wiffenfc^aftlid^e S^atbeitung bet (Sombinationaiel^te ifi 
ballet ie^t/ too bie ^Cnalpfia anfdngt/ ftd^ tt>i{fenf(^aftli4> $u ge< 
\taittn, ein btingenbea S3ebätfnip. 
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Set 2wtd t>n SBeatbeitung bea Bel^i&ttd^ed ^ toeI(|^e9 i^ hm 
iitatl^ematifd^ett ^ui^licum l^iei: Dor^uteden wage/ ifi/ mit ba$u bei« 
ptttadtnf ben ttitboHfonmtenl^eitett ber bidl^eriden Sombinationd« 
leite absul^etfen* S){6(l^ten hath d^iibt^ti unp einftd^taboUete Witü' 
tl^ematifet baSlenige berbeffetn/ xoa^ i^ tbttfa^, tamit man an 
btefet SEBiffenfd^aft/ weld^e QUid) m^ i^^tem Ont^t^m fo tonge 
f(|^(ief/ nid^t no(| Idtiget ^nflop ne^me» 

iE)a^ ed mir . tvenigflend batum ju tl^un geioefen 
ijt/ bie @efe|e/ nad^ weld^en hie formen bet berfc^iebenen combi« 
fiatotifd^en ^Operationen b^i^bordci^en / oud ibren @rt'tnben fier^u* 
Uiün, bie dtecurftonSformeln baraud n>i{fenf(|)aftU(|^ ju entwidetn 
ttttb mi0 Äberl^aupt einer S)(etJ^obe $u bebienen/ weld^e einer SESif». 
fenfd^aft angemeffen ift/ tiegt wol^t einem ieben, befonberd/ wenn 
et bie ditere j^arileHungd » ^rt fennt/. auf ben erften SBttd' bot 
SCttgen» ADieienigen 9)(at|ematiCer a(fO/ benen ed um il^te SBiffen» 
fc^afit n>trCUd^ $u tl^un ifi/ »erben meine 2Crbeit/ fep fte me^x, 
ober toenider ^eimQm , nid^t ddnjnd^ berfd^md^en ; md^renb nun 
fteUid^ an bem SSßol^in>oUen berfeniden/ »etd^e ex oratiombus aiienis 
libnim componere soient, nid^t biet QtU^txt fe^u (anu/ ob e§ gleid^ 
febet^combinatorifc^e ©d^riftfüetter unbebingt erl|>a(ten fottte/ inbem 
vt il^nen ja bie S^l^eorie bon bem ieigt/ wad fte biai^et nur med^a« 
nif$ det^an b<tben» "^ 

SSSad bie gebraud^te S3e$eid^nund anbetrift/ fo ijl fte im 



*) f^t^tt tin folc^tt b{( einjelnni Sttr^ttbrn^fitm btc »ot^anbenrn St^rbictcr M ülrnnttn» 
Stei^cB an, nnb (ttbrt barau« aKe jBariattoniformrn } fo iitttt i^m jebe ffomptnion, 
nanf!rt, (fo e(|cbu4 barj un> wiS er hit Knia^t aSrr mb^Iii^irn 8(^t(d(I)fc, »(«(e er 
f(|tnt(ii (ann; »{ffen, fo tonn et f!e na(( §. 50 tti^t ben^nrn. SDiffe Vnjo^t wfcb 
(t ){(in({4 0tof ftnben, unb bamtt btn Srofl tt^alUn, baf no<( tnani^c O^croiffe baiu 
S(\%xt, ti)t n ((ine KBifTenfc^aft a(« (rf<(ipft anfr^en (inne. 
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wantt ^aU ♦) @ie ift butd^auö »iffenfd^aftjfid^ «nb attdemcin, 
unb tctlan^t bon bem @ebd(^tnijfe nur toenig, ^d^on ^inben« 
bnirö tl^öt *>'«f«^ 85cjct(i>nun9a*3(rt ©«»dl^nttnö; **) man lann 
ed iebo(^ bettt'trepid^en ^tfhibeiT/ tocl^a ^^ an feine eigne S3e< 
^eic^nund Idn^fl d^tf^^nt^atte/ ni(^t lut* iaft U^tn, wenn ei; {t(^ 
il^ter ni^t bebiente *, ohQUid^ baburd^ fc^on bietea fäi: £ie tveiteve 
ierbreitunß ö«f<^cl^«« w<ire. 

, S)ie combtnatotifc^en iD|)erationen/ n>e(d^e nut irgenb bon eididem 
sRn^tn iinb/ unb auf bie ^natpftd @influp ^dben (6ntten/ ftnb l^iec, 
toottjl'dnbid abgel^onbelt unb jebea einzelne SSeirfal^rett/ bergteid^en 
«tan wxiÜQüd^ Ui ben @ombinattonen fe^r biete antrifft/ ift mit' 
- ^eifpieten l^tntdngli(^ ttidnttttf bamit ft(^ bet Sernenbe guetft an ' • 
biefen einige Itebung betft^fe, welche et bacauf burd^ felbjl ge« 
toiplti (Svivxpil bergt^t^rn mup« 

' 58ei ben combinatotifd^en iOpetationen ^ ml^c auf ©ummen 
S3ejug l^abeu/ ftnb au(^ fold^e @(entente mit pr SBetrad^ng ge« 
sogen/ beten ^nbiced negatibe Ballten obet; o ^nb; eine "ünna^tf 
bie bec Mgemein^eit . wegen gemacf^t werben mupte. 

' Um @(^Ittffe bet reinen (Sombinationaie^re l^abe ^ i^ eine 
Ue>erftd^t aUer abgeleiteten d(ecur{tonaform4n beigefügt; in* bei; 
Sl^at ein notifiwenbiger 2Cnl^ang/ weil man biefe $l3ejie|)ungem nid^t 
allein fel^r oft gebraucht/ unb ed ballet bon großem Spulen i^;, wenn , 
man fte f4mmtli0 bei einanber' finbet/ fonbern au^, weil fu^ bei 
fotd^er tteberjid^t ba9 ^igentl^ümUd^e einer jeben formet bard^ ta9 S3er< 
gteid^en mit ben äbrigen (eit^ter seigt unb betft ^bdd^tniffe einträgt. 

♦3 Ornnbrtf hex aU^imtixun Xdt^mrtif, <B5tt{ii^rn* 1809. 

^) eammtung combinotor, onalpt, Xb(^aiiblttii9€n. Um* isoo. 2tt ekimml« Sot^. €1 XVa. ff. 
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S)i< Unw^hm^m ßnf bie Ttmt^f^t^ enthalten tu dett>6^nH(|^eii 
@ed€ttftdnte/ allein bie Zxt unb Sß/sife il^ret 2CbIeitttttd ifl neu* 

- S>ie Einleitung gie^t bem anfanget: einen attgeipeinen SBe« 
dttf t)on bent/ n>aa man ^auptgr^pe/ gnnction^ 9teii^e u* f* n»» 
nennt; unb fe|t tuen wid^tigen (S(l[)(np ber ^bentitdt ^weiei; 
Steciirfionen inS Si^U j^w^ biefen ®^ln^ mxtm im ^U 
genben fafi atte gefobecten SBe^iel^unden untet ben ^xb^tn, unb 
iwai mit Seid^tigfeit unb ^i^in\^aftii^Uit, -gefunbent ^amcnU 
(i0 {tnb burd^ benfelben int ecflen 2Cbf(^nitte/ nähern man einige 
tecutrirenbe S3esiei|unig.en untef ben ^acuttdten betcad^tet ftnben 
wirb/ bie, allgemeinen 2Cu$btä({e ^itx bie 2Cnja^( bei: formen ^ux 
2tb(eitung gebrad^t/. toet(^e bei Un t^etfd^iebenen conibinatotifd^en ' 
iÖ|)ei:ationett l(|eröoi:gcl(>en* 

am Stoeiten 2Cbf(|mitte fuib bi^tSd^e auf Saj^tfcj^eintid^f eit tut« 
gen^anbt* IDet 3»edE biefe^ ^Cbfd^nittea ifl nut/ bem %Qf4nget; einen 
beutUdKn SSegtif bon bet ie|t fo «ielfad^ bef)>tQ(|^enen $ßal^rf<d^etnli(^« 
feitauf^nung $u geben/ xot^^aib man feine Mx^e entft^ulbigen wirb» 
S)er dritte 2Cbf(^nitt be^anUit t>k 9Kutti^(icatton* ^^ier. unb 
m ^.olgenben i^abe i0 li^inftd^ttid^ ber @rponentei? ber ^au)>tgr6fle/ 
nad^ wetd^en . bif Steigen fortfd^reiten/ fog(et(^ ben. attgemeinften 
^äa-betra4)tet/ wie biefea bie SCnal^ftd aia SS^tpnf^aft überatt $u 
t|)un gezwungen ijl* 2Cud[> ^ier wirb aUed burc^ ben ®(^Iup ber 
Sbentitdt jweier Stecurfionen geteijlet 

' • IBei ber S)ii9ifton/ wetd^e ber bierte 3(bfd^nitt abl^anbelt/ wirb 
ber TCnfdnger/ obgteid; id^ mit bem aUgemeinfien ^aUe angefangen 
\)(iU, hd weitem bie ©(^wierigfeiten nid^t antrefeu/ wetd^e er 
gew6]^nUd^ babei ju finben gtaubl«^ 3Cu(^ M^abe i(|> l^ier nid^t/ wie 
ea fonjl wo^( 2u gefd[)el^en pfi(Qt, bie (Soeficienten im £)ibifor m^ 

X . ■ 
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fdttdU0 nedatit) unt bol etffe ®(feb t^effelbeit tet (Sinl^eit dleid^ 
attdettomttKti/ fonbetn gleid^ aQd^tnein g^seigt/ baf man tiefe @oeffi< 
cienteit/ um bataud tie gefobetten ®(iebec bed £luotienten pfdm« 
men$ufe|eh, mit umgefel^ttem B^i^^^n nel^meit^ unb fte bur^ bett 
anfindß^ett bibibtten mäffe/ wel(^e$ fowol^t bei ber inbepenbenten 
atö tecurtitenben ^orm beoba^tet werben muf* 

' 3e aUdemeinet man bie SSotaadfelungen mod^t/ beflo Iei(^tet 
)>fledt bie ana(9ttf<|)e Unterfud^ung ju fepn* fBtm gcänbet den>öi^R< 
Iii$ ben aUdemeinen ^ot^nomifd^en £el^rfag auf bad S3iitemia(t|ieO' 
cem/ geltet a(fo bom \ptcitUtxm ^aUe jum oKoemeineren äbet* S>et 
pnfu unb fed^dte ^Cbfd^nitt bel^anbe(t bii ^otenjiirung unb SSBur« 
S^Iaudüel^und/ unb bemonfhirt bie d^nannten beiben S^eoceme in 
ber ^gemeinl^eit/ b* 1^* fät leben (S]c|>onenten ^dtti^f bergefiatt/ 
bap bet aa^emetnete ^att nidf^t aud bem fpecieUeren bebucirt/ fon« 
betn bec (eifere au0 htm erfteten burd^ ©pecialijttjtnd l^etbotdel^et 
^abei l^abe: i(^ mf«^ einea ^eweifed bebient« toetd^en i^ fd^'on fcä^ 
l^ec befannt gemacht l^abe^ *^ unb bet bei weitem fo weitlduftg 
ni(^t i{l/ a(d bie dlUm blod föc baS SBinomialtl^eorem gegebenen. 

jDer legte ^f(^nitt. bringt bie Sic^onentialtei^e juc 3Cbtei< 
tung* S)er ^eweid ifk gleid^faOa neu/ unb fc^eint juir mit ein* 
fachet SU feptt/ a(d biefed bei anbern ber Satt ijl* 



^SMunrc&tttts , im SS^tj 1824. 



Dr. §♦ B» &pi^U 



*) D« qnsiotiUbe Üneni« fVacutus , i« quo eaipli««titttr fntiilanieDta eulciili differentialia nonnUi 
ex iioiioue /)u«uUj Jcducia. Accedit tbeorem«!!« iftEiütinomiaUt iudetenuiJMti cxpoii«n{ä 
*iue f oucado ikeoreiaaie falttunmlt de^UtfusCrütio lutiver«alM» firuaiv* l825« 
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iDte {fobertmg, oirt gwtffen gegebenen S>tiisen aOe m6g(tdE^en Sufammenfteaum 
gen, wAiie na^ toi^tt f^dtf^titm Sebiitgunflen auS i^nen ^eroorge^en tSnnen, toif^ 
fenrd^fHtdi^ a^ craeugen/ifi ba< Spieet fcet Sombinattontle^re. 

S>te reine iSom6inattond(ebtctcitet| abfcbenb t)on ber 9latttv ober Se^ 
fd^offenl^t be« gttfftttAn^taufieOenbeii DHtgei toü^t fit fi(b baber nur äl9 t>orbanben 
fepenb^ gebeult, bte Oefefee ab » naUf welken bte SufammenfleOungen au< jenen 2>tn« 
gen b^i^^d^'^^i P< i# ^^^ S{rr<nf4<(ft ;^on ben ®efe|en bes Sufammen« 
fleUenS gegebener iDinge. 



üiimtntt, BtaUB «nter bcnfelbrn. 

Wktm man {td^ aber gletcb wn bte JBefdi^affenbeit ber 2)inge nicbt belfimnterti 
fo Ijl et \>odf nitifii, fbb bief^en al< Don einanber Derfcf^ieben DorauflcOen, bamtt 
man ouS ber fBerfc^iebenbeit ber fU^ in bin Sttfammenßellungen beftnbenben demente 
ottf bie Cerf^i^enl^eit ber aitfammenptOlmgen felbß f44te0en t6nne* 



VIII SBorrebe» 

Sefentnd^en tit, wetd^e ber ^ixt ^oftat^ Z^ihaut iutxft ange» 
wantt l^ot, ♦) @ie ifl butd^auö »iffenfd;afttit^ unb attgemcin, 
unb tttian^t wn Um ©ebdd^tnip nuc wenio* @(l^on ^inben- 
bnrg ti^at bicfet Jöcjeicfjnunö^ » Art ©wdl^nung; **) man fann 
e§ ieboc^ bcm'trepid^en ^tfuibet/ weld^ec ftd^ an feine eigne S3e« 
jetc^nung tdngfl d^n)6^nt^atte/ ntd^t $ur*Sa{l legen / wenn er {t(^ 
i^ret mÖ)t bebiente; obgleich babutd^ fc^on bietet füc bie meitece 
SSerbreitung gefc^cl^en wdre. 

V 2)ie combtnatorifd;en £)|}erattonen/ meldte nur trgenb bon einigem 
9ht|en ftnb/ unb ouf bie SCnalpftd @influ0 i^äben C6ntten/ ftnb l^ier 
ipottfl'dnbig abgefjanbelt unb iebed einzelne S3erfal[)rett/ bergleid^en 
jRtan t>oriüg(t0 bei ben @ombinattonen fel^r biete antrift/ i\t mit 
$dt\^pUUn l^tn(dng(i(^ ertdutert/ bamit ft(^ ber Semenbe juerfl an 
biefen einige ttebung berft^fe/ welche er barauf burd^ felbjl ge- 
wd^lte Krempel bergr6pern mup* 

59ei ben combinatoriftf;en iO))erationett / mi^t auf Gummen 
SSejug b<tben/ ffnb auc^ fold^e Elemente mit jur S9etra(^ung ge> 
jogeur beren ^nbiced negatibe B<)t>I(n ober o {!nb$ eine ^nal^me/ 
bie ber Allgemeinheit tt>egen gemad^t tt)erben mußte. 

Am (Sc^Iujfe ber reinen (SombinationaUl^re l^abe i(^ eine 
Ueberfld^t aQer abgeleiteten 9(ecur{tonaform«Itt beigefügt $ in ber 
Z^at ein notl^wenbiger Anl^ang/ weil man biefe S3esie]()ungen' nid^t 
allein fe|ir oft gebraucht/ unb e$ ba^er bon großem S^u^en ip> wenn 
man fte fdmmtli^ bei einanber finbet/ fonbern aud^z toeit ft(^ bei 
fo((^er tteberff<^t baS €igent]^ämU(^e einer {eben gformel burd^ ta^ S3er« 
gleid^en mit ben öbrigen leidster $eigt unb boft @{ebdd^tniffe einprdgt. 



*) •rnnbrif (et aUemtinm Tltitfymtül. Oittingrn. 1809. 
**) Gamtniung combinator. «nalvt. Xb^anMungtn. Cttpi. 18O0. 



2tt eommi. Sott. e. xrn. ff. 



§ß t t tb t* IX 

«Die Znmntm^m auf bie ^Cnolpftd ent^aXUn t>U Qmb^nXi^tn 
^eden{Unbe/ allein bie 2(i't unb SEßeife ij^ret 2C&(eitund ifl neu* 

2)ie Einleitung gi^'^t t>em :2(nfdndei: einen aUaemeinen fße* 
dtif ton bent/ n)a0 nton ^au)>tdt6^e/ Function/ Steige u* f* U)* 
nennt; unb fe|t beft toii)tiQtn @((;(up ber ^bentitdt itotitt 
Stecutfionen ind 2i^U $)nt^ biefen (S(|>Iuf werben im ^ol^ 
genben fafi atte gefobecten SBejie^ungen unter ben ©rof en / unb 
iwat mit Seid^tigfeit unb gBiffenf(^aft(i({;feit/ d^funben* 9{ament« 
(i(^ {tnb bur(^ benfelben im erfien ^Cbfd^nitte/ nad[>bem man einige 
recurrirenbe S3e)iet)unden unter ben ^acuttdten betrad^tet fmben 
wirb; bie attgemeinen 2Cu§brit(£e fütr bie Zn^a^l ber formen $ur 
2(b(eitund debradfit/ toit^t bei ben berft^iebenen combinatorifd^en 
£)))erationen Idenoor^el^^en» 

3m ^weiten 2Cbf(|>nitte finb bie (S<i|e auf Bal^rf^einlid^feit an* 
dewanbt* X)er 3n>edE biefea 2Cbfd^nitted ifl nur/ tita ^nfdnaer einen 
beuttid^en SBegrif bon ber ie|t fo ttietfac^ bef)>rod^enen SBal^rfd^einlic^« 
feitdred^nund ivt geben/ wt^^aib man feine Mv^t entfd^utbigen wirb* 

S)er dritte :ttbf(^nitt be^anbelt hu a)^uItipacation* ^ier unb 
im ^olgenben ^ahi id^ |>inftd^tti(^ ber @rponenten ber ^auptgrö^e/ 
na^ wetc^en.bie 9lei^en fortf(^reiten/ fogtetd^ ben aUgemeinften 
^aUbetrad^tet/ wie biefea i>it 3(na(pft§ ata Sijfenfd^aft äberatt %n 
tl^un gezwungen ijl* Tin^ l^ier wirb aUt^ burd^ ben ©t^lup ber 
Sbentitdt jweier 9lecurftonen geteiftet* 

• IBei ber ©iijifion, ml^t ber bierte 2(bfd^nitt abi^anbelt/ wirb 
ber TCnfdnger/ ob^teidf; idf) mit bem aQdemeinfien $atte angefangen 
l^abe/ bei weitem bie @df)Wierigfeiten nid(it antrefeu/ wetd^e er 
gcwo^ntid^ babei p finben glaubt* ^udf> l^abe i^ l^ier m(^t, wie 
ea fonfl wo^( in gefd^e^en ))flegt/ bk ^oeficienten im j£)ibifor an* 

)( 
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fdttdUi^ nedati!» unb bal etfle ©lieb beffelbett bet 6in>eit dleid^ 
w^tmvmznf fonbern gteid^ aUgemein de^eigt/ H^ man btefe @oeffi< 
tientett/ um bataud bie d^fobetten ® Hebet bed £luotienten jufdm« 
men$ufe|eR, mit umgefebttem B^ic^^n nel^meR/ unb fte bur^ beit 
atifindß^en bit>tbiren mäffe^ toelc^ed fowob^ &^t ber inbepenbentett 
a(d recunritienbett ^orm beobad^tet wetbett muf* 

' 3e aUdemeinet man bie SSotaädfelungen mar^t/ beflo (eichtet 
}>fledt bie anal)^tif(|ie Unterfud^una iu fepn* ÜJSan gränbet dett>öbn< 
ii{|» ben aUgemeinen pol^nomifd^en Seb^fii^ ^uf ^ai SBinemiattb^' 
tem/ gebet alfo tom fpecieUeren ^atte ^nm aSgemeineren aber* S)er 
^nfte unb fed^dte ^f<bnitt be^anbe(t bie ^oten^iitung unb SEBut* 
S«(audjiebung/ unb bemonficirt bie genannten beiben Sbeoceme in 
bet ^gemeinbeit/ b« b* f'i^t i^^>t (S]c|>onenten gättig/ betgeflatt/ 
bap bei oOgemetnece ^att nidf^t aud bem fpecieUeren bebucitt/ fon* 
betn bec (eifere au§ bem erfteten burd^ ®|>eciatijtT}tng b^i^ocgebet 
®Abei b^^e i0 mfcb etnee ä)eweife$ bebient, weld^en i0 fdpion ^ü« 
bet'beCannt gemacht l^abe^ "') vinh bec bei n)eitem fo weitiduftg 
ttic^t ift/ a(§ bie dttecn blöd fät ba$ S3inomiaIt^eoi;em gegebenen. 

^it U%tt ^fc^nitt bringt Ut @]cponentialteibe }ut 3Cb(ei* 
tung* S)ei; S3en>eid ifi gleid^faOa neu/ unb fd^eint Mir »eit ein* 
fachet s« fepU/ d(9 biefeö bei anbent bet Satt ijl» 



^]Br«wtf^»(ig , im 3K4tj 1824. 



Dr. g» ©♦ @pe^r» 



*) D« qn»iitiUbe ÜHcote mcutos , i« quo eaipikautttr fundamenta ealculi differentialia noiinUi 
ex itocfoue i}u«ui4i Jcdud;!, Accedit ibeorematU infiiiitlnomiaU« iadetenuiJMti «xpoii«n{ä 
*iue |»oa«ada tk«vretaate bwunUalt deuiwusCrdtio Uaiv^rialM» fitiuMY» 102^ 
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fdttgU^ nedatiH) unb t>a$ tt^t ©lieb bepben bet ®ih>eii dletci^ 
andenontm^tt/ fonbern d(ei(|^ äH^etMin d^^i^tf baß man bicfe Soeffi« 
tientett/ um baraud bie defobetten ©liebet bed £luotiettten pf^n^' 
men$ufe|en, mit umgeüel^t^em .Bei(^en nelfimeti/ unb fte but^ ben 
anfdndßd^en biioibtren möffe/ toel(^e$ fowol^l bei bec inbepenbenten 
ald tecutricenbett ^otm beoba^tet werben muf* 

^e aUdemeiner man bie SSorattafe|un0en ma^tf beflo leid^tet 
pfltQt bie anal9tif<|e Unterfud^una su fepn* SD^an gtönbet getodl^n« 
Ii(^ ben aUdemeinen pol^nomifc^en £ebrfa| auf ha$ SBinomialtl^eo* 
• cem/ gebet alfo Dom fpecietteren ^atte jum aUdemeineren äbet* £>ei; 
fjilttfte unb fe(i)dte ^f(|>nitt bel^anbelt hit ^otenjürung unb SBur* 
gtlauSjiebund/ unb bemonfhict tU genannten beiben ^b^o^^nie in 
ber ^gemeinbeit/ b* b* fä< j^^^ (Sicponenten göltig/ bergeflalt^ 
baf bei; aOgemetnere ^aH ni^t aud bem fpecieUeren bebucitt/ fon* 
becn ber (eifere au§ bem erficren burd^ ©peciatiffrpng b^^^o^d^^^^* 
^abei babe i^ mt^ einee ^eweifed bebient« welcben i^ fd^on frä» 
l^ec befannt gemacht l^abe^ *^ unb bec bei weitem fo weitiduftg 
nic^t iftf ald bie dltetn blöd fät ba§ ^inomialtbeorem gegebenen. 

S£>a legte ^Cbfc^nitt. bringt t>U @]cponentialreibe $ur 3Cblei« 
tung* 2)er S3en>ei$ ifi gleicbfaUd neu/ unb [(beint mir »eit ein* 
fa(^tt gtt feptt/ al$ biefea Ui anbern ber Sali ijl. 

^JBMunr^wttg , im aS4cj 1824. 

Dr. §♦ 8ß» @i)ei^r» 



^ D« qnNntiiAte Üneote fracutus , hi quo eip1i«atitttr fuiidameDta exkuli differentUlU nonnili 
€X iioiioue üuculis dcduciA, Accedit theurematM infiiiiiinoiuiaUi iudetenuioaü expoDcnfU 
*iue f oueado ikeoreiaaC« bmuiuialt demwiatratlo Uiaiv€r«alM» Bruaiv* l825. 
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QinltituttQ^ 



esriff tet i&omhinQtiontXt^ti. 



iDie fifobentng, aai getpiffen gegebenen Singen aOe migrid^en 3ufammenf}eaun$ 
gen, xo^t na^ üorl^er feflgefe^ten Sebtngungen aui itfnm ^erioorge^en {6nnen, xoi\^ 
fenfd^ftltd^ )u erjeugen, ifl hat SDbject ber Sombtnattonölebre. 

IDte reine SombinationSlebte {ritet, abfebenb t)on ber 9tatur ober !Be« 
fd^affen^eit bet sufamtnenjitflellenben £tnge, we((be fte ftcb baber nur ali r>oxf)anUn 
fepent gebenft, bie (Sefe^e ab, nad^ n)e((ben bie Sufammenflellungen aud jenen 2)in^ 
gen (ert>orgeben; f{e ifl bie SBiTfenfc^aft Don ben ©efegen bed Sufammen^ 
llellenS gegebener jDinge« 



dtcmcttte, 8tatt0 unter bcnfelben. 

Benn man {!d^ aber gleicb um bie Sefcfiaffenbeit ber 2>inge nicbt befummert, 

fo tfi eS bod^ nitl^ig, ftd^ biefAben ali t)on einanber t>n\d)kbm t)oriu{lcaen , bamit 

man aus ber SSerfd^iebenliieit ber ftdd in ben 3ufammen{lellungen befinbenben demente 

auf bie Serfd^iebenl^eit ber SufammenßcKtogen felbfl fcf^Iiepen tinne. 

1 



2 Sitilcitung» 

@oa mtn abet iai et)(ugen jener 3urammenffel(unden nad^ fefien ftegeUt ge^ 
fcf^eliien, fo tarn eö nicf^t einerlei fepn, tt)el(|ie (Stemente, ober toit man fte jebeSs 
mal iufammenfieUt; benn alöbann xoixt e6 bem Bufalle Aberlaffen, ob man {te ade 
3U @tanbe brdd^te, unb xoüd)t man btibete. ^an: mn^ notbn^enbtg aUt Elemente 
nacb unb nacb jur S3etra(btung sieben , b. b* ^(i^^ tnuß an ibnen nicbt aUetn Ser$ 
fcbiebenbcit, fonbem aucb Solge tt)abmebmem 3ur S3erftnnlicbung ber iufammen^ 
iufiedenben 2>tnge t(l man baber sejwungen, folcl^e 3ei(ben etn^ufäbten, an benen 
man fcbon eine Solge, einen SRang )u bemerten gen)bbRt iß. 2>ie f^itflicbfle Se^ 
jetcbnung gefcbtebt alfo burcb bie Siffern beS befabtfcben äablenfpjiemö ; aUe anbertt 
3eicben ftnb unt)oI(fommen unb unwiffenfcbaftlicb * toeil man ibnen erfl einen Süan^ 
beilegen, b. b* i^m (SebdcbtnifTe unnitbiger SSBeife eine frembe 3ifferfcbrift aufbringen 
mü^U, xoeld)c man bocbi toenn fte itberbaupt erlernt werben fodte, nadb ben Siegeln 
ber 3ablenf9fieme einjuricbten gejn)ungen xo&u. 

@oba(b ftcb alfo gett)iffe 2>inge {u combinatorifcben 3ufammenftellungen t>€tr 
einigen foden ^ fo j^ble man fte, unb laffe iebem al8 jleUt^ertretenbeö 3ei(ben bie 3abl# 
welcbe es bei bem 2fcte be« 3i1)Un» getroffen "fyaU -v - . /^ 

X>U reine (Sombinationdlebre nennt bie )ttfammc9BufleRenben ^ingf.. 6I<» 
mente, bie 3ufammen|leaungen felbjl formen ober ;6om)>Ierionen, bereu 
klaffe mit ber SCnjabl ber in ibnen entbaltenen (S(emente fibereinflimmt , f0| baf 
aOgemein eine QompUmn «)on ber kten klaffe iji, w^nn.fie k f(fii|€nt«^t^t. .. 
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SKan^ unter (en CEomplexionen , lericogrop^if^e unb orit^modrap^tf^e 3Cnor(nun0« 

2fu§ ber Sbee niebrigerer unb ffbl^nvc demente entfpringt foglei(b bie niebri* 
gerer unb b^berer SufammenlieKungen ; aucb unter biefen wirb e« einen «an^ geben, 
wefcbcr t>on bem 9Jange ber in ibnen befinbK(ben eiementi abgingt. SWan legt jeber 
Somj)rerion fom'el @unm bei, ali fie Sremente m fl(b begreifen foÄ. :- Sehacbbeni 
biefe ©fetten mit niebrigeren ober b^beren dementen befeftt finb, ienacbbcm: wirft 
man bie gorm niebriger ober b^ber nennen. . r.u 

SBergleicbt man, mn wn ixoti Sorm^n bie b^ere an erf ernten ,r.M(l^ltnbna# 
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tftw (ftiantf-fojnoirb bie (tße, YDorin beibe t^on einanbet abmetd^eit, fd^on einen 
^'BUbigUdbm ^ntnb ber Cerfd^tebenbett barbiefen. Smbet man alfo, nadfim man 
üüt t^or^el^enbeti GteOen in betben %omm qM^ befefet angetroffen f)at, baß bte 
efne in Ut n<i(|i{lfoIgenben @teae m'f)iff€ta 6(ement beftgt, ali bie anbete in ber 
it(c{d^ l^ol^enf fo ivirb man iene bilfter nennen , ali biefc. 

•6« tft nun dlei^^giUtig , ob man bei ber er|len SteDe linier ^anb, ober bei 
ber erflen tt^itt «^b anfangen xoiU, bie ©teOen au betracbten; tf)ut man bad erffe, 
fo ifl bie erfte SteHe Hnfer ^anb bie niebrigjle, bie folgenben bie ndcbjlbö^eren , bie 
leite enbUcbrOber bie erfie rechter «^anb bie f)bd)\le SteQe ber Sorm» 

9i bebarf nur biefer 3(nna^me, um gegebene Sonnen nac^ ibrer ^6be ju 
orbnen* ^iiU man j. SB. bie gormen: 1235, 1243 unb 1234 ber ^6^e nac^ ju 
fttUtn, fo fiebet man fogleicb, baß bie itliU niebriger ip, alS bie erfle, benn in ibr 
fiebct in ber liierten Stelle, ali ber erjien, worin beibe t)on einanber abmeieren, ein 
tfbfftxiS . Clement , ali in berfelben 6tel(e bei jener. Tiui eben bem @runbe iff aber 
bie jweite gorm t)b1)ex, ali bie erjle, unb fte »erben baber folgenbermaßen if)m ^6be 
nacb georbnet erfc()einen: 1234, 1235, 1243. ^^^^ "ocb eine f^orm 1242 binju, fo 
todre biefe ib^tt, ali bie iweiU in jener 2(norbnung, niebriger aber, ali bie britte. 
jDie t)ier formen mfiffen ba^er fo georbnet n)erben: 1234, 1235, 1242, 1243. 

üi migen ba^cr fo r>itl formen gegeben fepn, ali man wiü, man xoitb fte 
oOe bttr4^ wieberbolteS 3mifcbenfc^en naö) ibrem Stange orbnen {6nnen, n^elcbe Jfn- 
orbnung man bie lericograpbifcb^ nennt, di if! jebocb biefed urf))runglicbe ä3er^ 
fabren tttoai befc^werlicb , man fann ei aber, xoiz auf ben erßen 83(icf erbeUt, febr 
Vereinfodj^en. Xlle Sormen, rotld)^ niebrigere (Elemente in ber erflen ®tzüc beftgen, 
tperben in ber lericograpbifcb^n 2Cnorbnung aUen benen t)orangeben, toeldfe f)i^ete 
demente an ber Spi^e fubren. Züe S<>rmen, weld)t ein unb baffelbe 2Cnfang6 « Slement 
baben, geboren ju berfelben JDrbnung, (Orbnung beS erfien @rabe^) unb man nennt 
ben 3nbegriff ber formen , welcbe t>ai niebrigfle 6(ement in ber erften ® teUe beftgen, 
bie niebrigffe Orbnung, (ntebrigfle Orbnung beS erflen ®rabed) aOgemein, ben 3ns 
begriff ber Sormen, loelcbe iai rte Clement in ber erflen SteQe l^aben, bie 1 te Orb^ 
mmg (be< erflen ®rabeö). Saßt man nun aui ber SRenge lericograpbifc^ iu orbnem 
bir Sormen aUe biejenigen jebeSmat )ufammen, welche baffelbe Xnfangd^Slement baben. 



4 Sinteitung« 

unb otbmt bit 3nbegr{ffe m^ iit^m VnfangS s Srewenten , fo mM> man fimtlb^e 
Sformen fd^on naö) btn JDttoungen ri^^tig iufammengefleat (abett, tmb eS Ifl >k«mi 
nur ned^ nbtffii, iit gonnetr ttber JDrbnung unftr {t4^ Ui:tcogra))l^!f^ tu ßtaeiu 3ti 
einer JDrbnung aber, »enn man tl^re Sformen Uxicf>S'^ap1)i\^ jurammenßellen XüiU, 
werben bteientgen, xoü^c ein niebngereö Clement in ber }ioeiten GteSe l^ben, benett 
t)otange(en mfiffen, wetcfie ein l^i^ereS dltmtnt in berfeAen CUUt Ibefttem Orbnet 
man alfo bie Sformen einer Orbnung na^ ben (Stementen bet jtoeiten CSteUe, fo 
wirb man fte fcl^on nacfi i^ren ndd^jien Unterorbmmgen ({}rbmingen be< ttoetten ®ras 
beö) iufammengellellt fiaben. Co tann man mit ben jDrbmtngen etne< {eben Srabef 
»erfahren , unb man wirb auf biefc Seife -febe gegebene SKenge wn formen Ui^t 
lericograpbifcf^ iu orbnen im Gtanbe fepm 

@inb bie formen nnfer ft(|i in ber Jtlaffe t^erfd^ieben , b. (* beff$en {!e nf(^t 
aUz eine gleiche liniaf)l Don (Slementen, fp fann man ben ganjen Snbegriff etfi noc^^ 
ben fuccefrit)en Jtlaffen orbnen, e^e man iebe biefer Jtlaffen Ie;ricogra))l^if(^ infame 
menffeQt £iefe 3fnorbnung l^eipt bie artt^mogra)>l^tf(^e, 

Solgenbe Sonnen: * 

i23r i34# i3# 16, lai, 53, 171, «33, 214, 3, »5, 34, 51, 36, 41, 

43r 543r 351 / i234f "5i# 7f 8i3f i»? 
»erben Iericograp^if4> fo georbnet erfc^einen : . 

II51, 121 , 123, 1234, 124, 127, 13, 16, 171, 214, 233, 25, 3, 34 

35^^ 361 4i# 43/ 5if 53f 54^» 7f 813» 
aritl^mograi)^if(|> aber fo ju jlel^en fommen: 

3f 7# 13/ 16, 25, 34, 36, 41, 43, 51, 53, 121, 123, 124, M7# i7i/# 

2i4i ^33/ 351/ 543/ 813/ i^S^/ i234» 

icaaemeine Sorf^rifteB aur eC(bttns ber CrompUjrfonm. 

®ebenrt man fidf alfo au« gegebenen eimtntm aUt migRd^n Sformai er^ 
.»engt, bie nac^ einer gewiffen oorgefc^riebenen Bebingmig ^ert^orge^en i6nnen, fo 
fann man fte fid) remogra»>^ifdS> georbnet Dorfletten, nnb biefe «norbmtng Wetet ein 



I 

Mtttl hwtf bteSformtn filbfliu rrjeugen, xoel^tS ofenbat aSemal gefd^e^m fann, 
»am man (m etanit ift, tte ntebrtgfle Sorm jn btiben, itnb im Seftg einer aQ« 
temelnen Stegel ift, Mrm6de beten man auS ttgenb einet 8otm bfe ni<fyft^bf)€xt 
ableiten fonm 

Sefelt man aUt ettUtn einet 8otm Don bet etffen anfangenb, fuccefftt) mit 
ben ntebrigfiten (Elementen, welche man in feinet ^emoll^ b<^^/ b. ff. fe^t man in bie 
niebtigße GteOe bot nicbtigße Clement^ toHöfti gegeben ift^ in bie sweite batanf 
baS niebtigfie i»on benen, meiere nocb ftbtig ftnb^ u. f* f» fo mitb man babutcb bie 
niebtigfle S^tm etjeugt baben, benn eS (ann feine $otm geben, meiere , nacbbem man 
fe mit jenet in allen Dotbetgebenben Stellen iufammenfümmenb gefünben b^t, in tet 
fotgenben Stelle m niebtigeted (S(ement beft^t, atö fte. 

3»ei Sonnen metben in bet (encogtapbifcb^n 3fnotbnnng befto ndbet bei etn^ 
anbet }u {leben tommen, in le mebt Stellen fie, üon bet etften an getecbnet, unun^ 
tetbtocben mit einonbet übeteinfommen ; }n)e{ Sotmen, beten fuccefftio ftfibete Stellen 
gleidb befe^t ffnb^ metben in ibtet ^6be beflo weniget ton einanbet abweicben, ie 
oeniget bie Elemente in bet folgenben Stelle t)on einanbet t)etf(bieben finb* Sobalb 
alfo eine Sfotm bie ndcbflb^b^'^ ^on einet anbctn fepn foll, fo n>itb jene in bet 
fpittft miglicben SteBe tin fo wenig, al8 m&glicb, b^b^i^^ Slement beftgen, at$. 
biefe; b. b* ^^^ ^^^ ^^^ ^<"^^ Sotm bie nä^ft^tf^^te %oxm aiUiUn n)tll, fo tfl 
etfobetlicb/ baß man in bie f))dtefte Stelle bet etf!en, bie fibetbaupt einet @tb6bung 
fdbig ifl, ^in Clement fege, melcbeS fo wenig, ali miglicb 1)iitt ift, ali bai, mU 
^tt in ibt {lebt 

3ft bie erbibete SteOe ni^t ttroa bie (e^te, fo {(l eö nicbt glei(bgältig , wie 
tte folgenben Stellen befe^t wetben« (Stb^bet man in einet Sfotm bie f)>dtefle Stelle, 
welcbe fibetbaupt eine (Etbibung t)ettt dgt , fo wenig , ali miglicb , wie ei gut übUU 
tmtg bet n<!cb{lb6b^nt Sotm etfobetlicb i(l, fo ift btttcb biefen Hit allein bie n&d)ft^ 
^i^itt Sotm nocb nicbt gebilbet, man witb nutz wenn allgemein bie tx^it)tU Stelle 
tie rte wat, eine Sotm b^t^otgebtacbt b<^ben, bte bet ndcb(lb6beten £)tbnung bed rten 
<8tabeS angeb6tt, ob eS aber, wie ei gefebett witb, bie niebtigpe Sotm biefet jDtb^ 
tnmg beS rten ®tabeS ift, iai tonant nocb auf bte Sefe^ung bet folgenben Stellen 
UMl^ bet rten an. Sinb abet biefe fucce{fit) fo niebtig befe^t, alö mdglicbi b» b* 
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macl^en btefe ^itV^ra f&r ftc^ betrodE^tet bie niedrig fle Sorm <tuS, btt ft4f au8 bo 
iibrigen Elementen btiben Idft, fo wirb x^<kXi bie ntebrigßt Sform ientr ndcbflb^b^en 
jDrbnung beö rten ®rabeS, folgltcb bie ndcbllb^^^tt Sprm oon ber anfdnglicben ab« 
geleitet b<^ben. 

^m Yoirb alfo bie beiben für bie (Sombinationötebre fo tDicf^tigen ®4ge fo& 
genbermaflen auöfprecben I6nnen: 

I. SEBill man bei irgenb einer combinaforifcben £)|)erat{bn \>\i 
niebrtgße eomylerion btiben, fo befe^e man bte fnccefftoeti 
©teilen, bei ber erflen anfangenb, fo niebrtg, aU mM, tt 
tjermag. 
II. Um bei irgenb einer combinatorifd^en jD|)erat{on än6 irgenb 
einer Sorm bie ndcbflbH^^^ ab}ti(eften, 'tx%h%t man bte 
fpitcfie ©teile, tuetcbe einer €rb6bMng fdbig iff, fo wenig, 
als miglic^, unb f&Ile alle folgenben ©teilen, t)on ber 
ndd^f!folgenten anfangenb, fo niebrtg ^wi, aI9 t% fic^ 
tbuTt Idft» • 

iDiere allgemeinen SSorfcbriften werben burdf^ bie 9Iatur ber ie^eSmaltgen SDperation 
fpecialiftrt, wobei ba§ SBefentlicbfle auf bie Srage ankommt, welche ©teile über^aii))t 
als er^obbar angefeben werben tanm 

<Sombinatorlf(^e {Operationen. 

9{acbbem wir nun ben Segriff ber (Sombinationdlebre unb ben bed Slanget ber 
^UxciixA^ unb Sompleirionen fefigeftellt b<^ben , wollen wir im 2(agemeinen unterfucbei^ 
wa6 für combinatorif(be ^Operationen m6gli(b ffnb. 

SBa6 juerfl bie gegebenen, im Siange fuccefftt) auf einanber folgenben (Efti 
mente betrifft; fo lann man bie allgemeine Sprauöfe^ung macben, ^^ entw^bcr 
folcbe Slementenfolge nur einmal, ober mebrmal {tatt ffnbe; b. b* baß entwetm 
nur eine Sterbe ^^n (Elementen, ober beren mebrere ^ur (Erzeugung ber Sonqen bot 
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CMfF ^ttitbm. Aa< ferner baS Sflbeit ber Sonnen fe(bfl betraft, fo Yann man bei 
finer Sleil^e 9on dementen entweber annehmen, baß ffcf^ ber ganje Snbegtif ber^ 
feliben Jebetmal j» einer %om «vereinige, ober, baß eS jebeSmal nur einige ftnb^ 
loeld^e iur Srjeugung einer ^orm auS ber Steige l^en^orgeboben «derben. 

IBei ber ctfien tBorauSfe^ung larni bie Serfc^ieben^eit ber formen nur in ber 
Serfd^tebenbeit ber Sotgc! bet eiemente begeben; bfefelben 6tellen werben in ber 
einen form nic^t bur4iau8 Don ben nem(icben Stementen befegt feipn, al8 in ber 
onbem, obgleich iai einemal gonj biefelben (Elemente in ber Sorm ftnb, alS baS an^ 
beremaU jDie £)||)eration , nad) »elcber man bie ffolge gegebener Elemente auf ade 
4iAg({i{^e-2Crt ^erdnbert ^ b^if t ^ermutation, Serfegung (permutatlo seu trans- 
ibutftlio).' /• 

SM ber iweiteit IBorauöfegung tann SSerfcbiebenbeit ber formen baburcb ber^ 
Dorgebrad^t n)erben, baß mm iaB einemal nicbt burcbauS bie nemlicben (Elemente bers 
oorbebt, al§ baS anberemal. 2)ie fo entflebenben Gomplenonen xoctUn aüz bem 
Sn^alte nadf^ t)on einanber DerfdE^ieben fepn, nodbrenb bie ^ermutationSformen nur in 
ber Solge ber @(emente t)on einanber dbtocid)tn. Siefe £)peratton beißt Gombina^ 
tion (in engerem @inne) (combinatio). ^kUi fann man nun aber entweber an^ 
nebmen, baß {tcb alle (SIemenfe fo oft, ali man toiU, ober nur bebingt n)icberboIen 
bfirfen, b« b* baß bei jebcm Elemente t>orgefcbrieben ifl, n^ie oft ed fid) b^RenS n?ie- 
berbölea bfttfe, ober (nbtic^, baß eine SBieberboIung überall nidf^t f!att ftnben foUe. 
fBei 'ber erfto fl&'orauSfegung bilbet man Kombinationen bei unbebingter 

dBteberbb^Ibarfeft ber Elemente (combluationes admissis rcpetltionibus). 

Stn Jioeiten ^aOe r i^eÖS^er jebodE» »eiliger n)id&ttg ifi, leitet man Kombinationen 
(ei bebingter SSteberboIbarfeit, im britten enblic^, Kombinattonen bei 
i)e;rbotener SBie^er^oIbarteit ber (S(emente (combiiiatloQes omis^is repe- 

titionibus) ab» 

'-' '"'^intbit tUan abei m^br^ Sfeil^en vdn (Elementen an, um\lu< ibnen f^ormen 
}n erjeugen, fo entfielet? bet SSorauSfe^ungen , unter n)erc^en man ftcb bie Elemente 
iciier {Reiben }u Komplerionen t)ereinigen I<Sßt, mebrere» S>ie einfad[)fle Znna^me, 
tmb sugleic^ bie, toeldfie 't>on allen combinatorifc^en ID}>erationen in ber 2rna(9{t$ bie 
nIdSifie 3(nioenbung finbtrt, ff{'bte> laß iur- Srjeugung einer 8orm jlebe S^eibe m 



\ . 



nimmt iftxsiAt S)te Ataffe bet ju bilbenbtn. formen ift l^fe? ntd^t m^.»iüt&fp^s 
(i(^, fonbem tt)trb iebeimal mit ber SCnja^I ber 9let(»en itbminfommen» iDie £>)>et(M 
tton, loelc^t mify bufer 2(nna(me aKe migli^^en formen )U er)eug(n Ul^rt, l^eijK 
fßariation (variatio)» 

j[)k Sbte b(ft SBariirmd btt verbotener unb {ugelaffener SBteberl^oIbartett bet 
Elemente entf^rang auö einer falfc^en Znfi^t t>on ber (D|)erattom 

2)a jebej 6(ement feinen Slang ^at, fo wirb jebe 3orm, wenn man bte Kon^ 
jalSlIen aOer tbrer 6(emente sufammenabbirt, eine gewiffe 6nmme borbtetem Ser» 
langt man oon allen (Kombination^ $ ober 93ariationSformen , (bte 9)ermutation8fi>rs 
men einer ^(affe geben immer biefelbe @umme) bie ftcf^ aui gernffeti (Edementett iiU 
ben laffen, nur bie, roetdfc einer gewiffen Summe ange^iren, fo bilbet mm Soitt^ 
binattonen ober Variationen gu beflimmten Summen (oombinationea 

vel variallones numeri propositi). 



S^ 6. 

Um ben Inbegriff aller Dermutationöformeui meldte ftc^f au8 ben (Efementeti 
i,2,..*n bilben laffen, aniujeigen, woQen toir xini bei äti^fni F[i«.n] bebienetu 
@ine (SombinationdflafTe werben wir burct^ ba$ deichen C anbeuten, wo bie J((ajfen« 

4 

ia^l (^(affen-Srponent) über biefeö 3ei(^en bte 3a^(r totl^t bie gefoberte Summe 
anjeigt, (Summen^erponent) linf erlaub neben baffelbe gefegt wirb, bie demente enb« 
lidl^, auö benen fiä) bie 5t(affe gebilbet bat, ober bi(ben foD, In einer ^{ammer hinter 

k 

baffelbe gefegt werben, fo, baß j- fß. G[r-r] ben Snbegriff aller (Sombtnotionjs 

^ it.. 

formen au8 ben ßtementen 1,2, 3 ...r }ur Jtlaffe k; ""CC^^'^O l^ingegen t>on ber^ 
felben Jtlaffe, we(dEK auS ben nemli(^en dementen i,2| 3.*.« »r gebilbet tfl, biejemgeti 
l^ormen anbeute, wel^^e ber Summe n angel^ören* Sei «verbotener SSieber^oIbarfeit 
ber demente f &ge man bem 3ei4^en C re^^ter «^anb ein {leinet Jtomma bei, etwa CT« 
Sei bebingter SBieber^barteit wirb man bei - iebem Slcmente anbeuten mftffen, t9te 



4 
oft ti I^W^fien« »iebet^olt werben banf, j. ß. C[ifi|2,3,3,3,4] jeigt ben Snbe« 

griff aSer SombtnationSformen jur t>ierten .klaffe au6 ben @(ementen 1,2,3,4 an, 

wown boS erfle einmal, baS ixoziU gar nid^t, ba6 britte gn)eima(, baS t>ierte toieber 

gax nid^t wieber^olt werben barf. 3{l bie 3<)(^(/ weldfie bei lebem (Elemente bie SBie^ 

ter^olbarfeit angiebt, (SSieberboIungö « 6]r))onent) griper, fo fann man fte oberhalb 

taneben fefeen. 3. »• C[i"^, 2^, 3^ ... m^]. 

3ur Sejeic^nung eines 3nbegrip r>on SSariationeformen gebraucht man baS 
3eic^en V, wobei baffelbe ^\nfid)tti^ ber Älaffen^ unb Summen sSirponenten jtatt 
ffnbet ^er Jtlaffen « (Sirponent jetgt bann bie SDIenge ber Dorbanbenen ^Reiben an, 
bie in ber jtlammer ffebenben 6(emente bebeuten ben aOfen biefen Sleiben gemein- 
f(^aftli(^en 3nber, wie biefe$ im ^o(genben beutlicb werben wirb. 

3nbepenbcnte€ unb recurrircnb<6 S3etfaf^ren. 

UeberaU, wo fucce{Tit)e SJerfnirpfungen t)on ®r6fen ober aucb überbauet t>on 
JDingen, nacb einem jtcb immer gleic^bleibenben ©efe^e gebilbet berDorgeben, fo, baß 
alfo' biefe ä3erfn(ipfungen bie ©lieber einer ffortfcbreitung im ^gemeinen ffnb, 
ba ^oben aucb biefe ©lieber unter ficfi einen fef!en 3ufammenb.ang ; ei li^t ftcb 
iebeSmal eine Siegel angeben, t)erm6ge beren man ani einigen berfelben ein anbereS 
ftnbct @o tji a übexaU in ber 7Cnalx)^i, wo eine gefegmdßige SIeibe ali Sfefultat 
einer £>))eration l^ert)orgebt, fo ifl ti oucb in ber Qombinationdlebre. 

SRan fann iebe< ©lieb beS SlefuItatS für ftc^ unb unabb^ngig t)on iebem 
onbern ©liebe, rein au« ben ©rößen ober ©ingen, bur* beren »erfnäpfung jene« 
«efuttat b«t>orgeJ>en fott, barfleDen; (inbepenbente« Sßerfabren, inbei)en^ 
beute SBejlimmung) man fann aber au* au« fcbon gebilbeten fröberen ©fiebern be« 
StefuUat« ein nacj^folgenbe« ableiten, (»ecurrirenbe« SBerfa^ren, recurri^ 

r^nbe SSeßimmung.) 

X>nt^ ba« inbepenbente SBerfaJ^ren ijl man eben fo gut, wie burcb ba» recurs 

rirenbe im ©tanbe, atte ©Keber fucceffij> barjupetten, um fo ba« ganje gefoberte 

2 
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StefuUdt ju txf)atten ; ntdtr wirb alfo burdi^ bad inbepenbente SBetfal^ren , obgleidf» baS 
' recurnrenbe , fo balb ed barauf anf6mmt, alle ®(tebet bariujleaen, metjletrt bequem 
mer ifl, unb baS Stt\ultat fc^neOer ju ®fanbe bringt, im SBefentKc^en baffelbe leu 
flen, als burdf^ btefeS; allein fobert man nur ein ®Iieb be$ 97efultatS, fo n>&rbe baS 
' recurrirenbe ©erfahren jn »eitlÄufig fepn. ©obalb e8 alfo auf toixtliäft SSerecf^nuns 
ber ® lieber anfommt, fo fcf^eint ba$ inbepenbente S3erfa(^ren t)or bem recurrirenben 
einen entfcf^iebenen SSorjug )u ()aben; aDein f&r bie SBi{fenf<^aft felbfi finb belbe Doit 
gleichem ^u^tn, Don gleidf^er SRot^wenbigfeit ^ jDft toerben Steigen, toeldf^e fd^on M 
9iefultat einer Operation hervorgegangen ftnb, abermals ftu neuen Slefuttaten ^tu 
(nupft, n^obei man fel^r oft bie allgemeinen ©lieber^ (termlDos generales) )U be$ 
tracf^ten ^at, um mit i^^nen baS vorjune^men, roaS man mit ben ganjen 9leil^en ju 
tfiun, fidf^ Dorgefe^t f)atU. 3n biefem S^lte muffen bie allgemeinen ©lieber iebeSmol 
inbepenbcnt bargeflellt fepn, woraus fcbon bie 9{ot^n>enbigfeit biefer 83eflimmungS^3Crt 
erl^eDfet. dbtn fo unentbcl^rlic^ ifl aber aixd) bie recurrirenbe Siegel; man tann ol^ne 
ben @4)/ugi ber Sbentitdt jweier Stecurftonen nur in fel^r wenigen Sdtlen 2CtIgemetn^ 
t)eit erlangen. S)iefeS alleS wirb in ber Solge gan) flar werben. 

JEBenn man auS gewiffen gegebenen (Elementen combinatorif<^e äufammen^ 
flellungen jur erflen, } wetten JtlafTe u* f; w* gemad^t l^at, fo m&ffen biefe JUaffen, 
ba {te fid) na^ einem unb bemfelben ®efe^, ober nad) ber nemli<^en Siegel erjeugt 
l^aben, unter fidj^ eine «ecurfton barbieten, b. 1^. man muf im ©tanbe fepn^ au» 
einigen biefer XtafTen ^S^ere abiuleitem 

&o erf<^einen ^ier bie fuccefrit>en Älaffen alS ©lieber einer Jfortfd^reltung» 

Xuc^ bie Kombinationen unb Variationen ju bejlimmten Cmnmm werben tu 
Zbfidft auf ibre Älaffen fowol^l, alS audj^ in Ttbfi^t auf ij^re Summen unter ftd^ 
eine Slecurfton l^abem 

©aS »erfahren bei ber »ilbung ber formen eines gewiffen SnbegriffS, 
(§• 4) ipi »ie aus bem eben ©efagten errettet, recurrirenb, ber Snbegriff felbjl wirb 
aber inbe^)enbent erjeugt. 

®ie Siegel, wcld^e angiebt, wie man bei fold^en Slecurffonen a« berfal^ren 
l&abe, Mßt fid) iebeSmol Uid^t in Seid^en auSbrfidfen, unb ^tift alSbann eine Sle^ 
curfionSformel, unb jwar eine partielle, wenn tin nat^folgenbeS ©lieb nur 
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aus einigen Ddrl^erge^enben abgeleitet n>trb, eine SEotalrecutfionSfcMrmel, 
wenn bieS au$ alten fr A^ern ©liebem gef^^iel^et 

(Sff^id^tltd^e netcrft^t Uv (Sombination^le^re. 

aitan ^atte f4)on in dtteren Seiten S3egrife \>on sufammenfieOfenben Cpera^ 
Honen, entwicfette fte ieboc^ nicf^t tpiffenfc^^aftlicf^, um fie auf reeOfe ©egenfidnbe an-^ 
wenben gu f6nnen. 

2)en erfien ©ebraucb bat)on mod^t S^apmunb SudiuS auf ba$ Renten, 
inbem er geigte, mie man burc^ Derfcbietene äufammenfleUungen ber SSegriffe über 
®egen(l((nbe reben f6nne, xoo^on man aucb nicbt bie geringße JCcnntnigi befdpe. j^ie^ 
feS ift ber ©egenflanb ber fogenannten tuUianifd^en Jtunfl, (aiiis magnae . 
lullianae.) Xebnlicf)e$ f(f)rieb ber beräfimte 3efuit 2Ctbanafiu$ Sir c^ er (0« ml(i)n 
unter anbem auö) eine combinatorifc^e 2(nleitung gur rictitigen (Sompofttion tint^ jeben 
Zt%M gab (^). Seibnig loanbte bie QombinationSlebre auf bie ^^ilofop'^it an. 
©eine erjlen 3been bepnben ^id) in einer 2)ifrertatfon (3)^ wo er fie mei(lentl()eifö 
fe(ir gificf Ii(|^ ann^anbte* Sticht fo mit feinem fogenannten ))bitofo))bifclE^en 6aIcuL~ 
€r oermutbete (^), bafi ftc^ t)erm6ge eineö folcf^en Sentenz in Seieben ^»de Deo ac 

meute non minus certo, quam de figuris numerisque'^ bi^^Utiren laffe. 

SBebben 9hi^en iebocf^ bie 6ombination$lebre ber So gif itxo&ixt, ba\>on über- 
jeugt man ftc^ bei Lambert («), unb befonberö bei Xant (0» Lambert macbt in 
feiner Semiotif (0 3Cnn>enbungen Don ben ^ermutirten (Sombinationöformen auf 



(') Ars magna scicndi seu combinatoria. AmsteL 1669* 

(') Miisurgia universalis. Komae 1650- 

O De arte combinatoria ctr. Lips. 1666* 

(*) Opp« Tom. in. pag, a4- 

(S) 9leuc< Cr^anon, Setp}. 1764. Z^l L §• 8? ff* 

O ^xiti^ ter reinen SBernunft. ste 2CufI. &. 102 ff» 

O 9leued OrBanon. SjiU IL §» 85 ff* 
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bie eUbung ber 2$6rter auS SBudi^flaben ; fr&^jet fKttte fd^on ®ulbttt bte 9Retige bcr 
SBirter beredf^net, voetcf^e {tdf^ au8 33 IBttd^fiaben {ttfammenfeftm taffen, unb geftmben, 
baß ium ^rucfe aUer btefet SB6rter me^r, aU 25 Trillionen Sdnbe, ieben ju' 1000 
@etten, iebe @eite ju 100 3ct(en, unb iebe 3et(e ju 60 Sucbflaben gerec^^net, erfo^ 
bert wftrbem S)arauf berechnete 9>re{iet bte Vn^a^I ber SB6rter, welche ftc^ auS 
34 Suc^flaben erjeugen (äffen , unb fanb {te Aber 139 1 £lumquiIIionen. IBaco bt 
fBetuUm C) totnUt bte Sombtnattonen bti ber 83t(bung einer äiffctf^rift an, 
ZobtaS SRaper (>) unb Sambert bei ^arbenmifc^ungen u. f* n>. 3Cm tnetfien 
gebraucf^te man fte iebo<^ ju 6pte(ereien* 3» SB* SR er big (s) woDte, inbeto er 
8 wefentlicf^e 2^ei(e beS ®tfid)t6: 2Cuge, 9}afe, @tim u« f» n>» unb Don iebem biefer 
Z(et(e 50 Serfc^teben^eiten annafim , bie SRannigfaltigteit aQer menf(^Ii<^en (Bt^^ttt 
barfteHen* ^ie t)kt anjuwenbenbe combinatottfcf^e ID))eration fcf^eint er jebocf^ nidj^t 
gefannt )u ^aben, er ptxmutixte, n>o er ^itte t>arüren foHen, unb fo fonnte e< aDerj* 
bingö nic^t fehlen, baß, n>ie Adflner fagt 0)# ''SRauI oben, Vugen unter 
bie 9{afe unb ®tirn ju unterfi'' iu {leiten ;fam. 9Re^rere8 bergleid[^en ftnbet 
man in AdßnerS angeßtl^rter Gd^rift 

ee^r an ber Zage^orbnung waren bie Vnag ramme. SJhm t^erfe^te bte 
Stt<)f!aben feines ^amtn» auf aOe m6gti<^e SBeife, um au8 einem SBorte, weld^eS 
oud ben SJerfe^ungen ttxoa entßanben n>ar, tinm l^eimltd^en SBinf beS Sc^icffa» 3U 
erfennen. 

Sebodf^ ffnben ftd^ audi^ fd^on, obgleich fd^ac^e, ®t)uren einer Vmoenbung ber 
(Sombination<(e^re auf bie Znal)ffi6. Son bem engen Sufammen^nge beiber SBifi 
fenf4>aften (latte «eibnift («) »enigjlen« ^d)on eine «bnbung. Sacob «ernutU («) 
erfannte beutlic?^, baß bie ©lieber eine« ju einer ?>otenj erhobenen ?>ol9nomit genau 



(^ De augmcnttf sdent. Lib. VL 

(2) Opp. ined» Tom. L De offinitate catorum. §. 15 seqq. 

O De .varietate faciei humani, tract. phy«. Dresd. 1676. 

O 2(nal9ftS bf< Gnbti^en. G, 38 ff. 

(•) Opp. Tom. nL 

(0 Opp. Tom. U. pag. 993. 
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mit hin Qmibxnttiomn sufammenl^mde u. bgU ZutSf dulet ^at bte Sombinattaiten 
^on einer Setta<^tttng untetn)otfen (')* 

(BS xoatm ober berg(e{(^en 2(nn>enbunsen burc^auS untvtffenf^Kiftßc^ . unb m- 
wVtommm , mil tntm bte 6ombmation6(e^re t)orber no(|^ feiner genauem S3e$ 
tracl^tttng imtermorfen ^attt, unb jte get^df^rten ber XnoIpftS bal^er feinen befon^ 
bera Sort^eiL 

Qtft nacfibem «^tnbenburg, 9>rofe{for ber SRatl^emattf unb 9)(i9ftf ju iiipf 
ifg, bte f&r bie XnatpftS fo glAtf(i((^e Sbee gefaft l^atte, b(e 6ombination8(e^re }um 
Segenffanbe einer genaueren S3etra4)tung gu macben, fonnte eS gelingen^ ber XnoIvftS 
Sortl^eile ju t>erf(l^affen , unb fte nadS^ unb nadS^ Don einer f (einen unüoHfommenen 
ffiiffenfc^aft, xotldfye man 3(lgebra nannte, )u einem unermeßlid^en f^etbe ber tiefflen 
Setracf^tungen ju erweitem* «^inbenburg f)at H9 Serbienfl, bie SRdglic^feit unb 
9{ot]^toenbigfeit einer nd^eren Se^anblung ber 6ombinationd(e^re juerji gejeigt )u 
l^oben; enifi unn)iberrpre<^ti(f^ ali ber (Srftnber biefer Sif[enf<^aft anjufefiem S3e^ 
fonbert vourbe er iutö) bie Unterführungen aber ^otenjm ber 9>o(9nomien auf fte 
geleitet, feine erffen beiben @cf)riften aber Aber biefen ©egenfianb (^ jeigen beutlidfr« 
»te fe^r er fd[ron frfil^er über €ombinatorif<^e ©egmßdnbe fpeculirt ^attt. ^er rafi^ 
lofe Sifer, mit bem er ffir feine SBiffenfddaft üxUiUtt, t>erbunben mit ben Unters 
fuc^imgen mehrerer trefflidE^en !Dfat^ematifer, befonberö Slotl^e, Jtramp, Si^fer, 
t>» 9> raffe, (Sidfytnhaö) unb einiger anberer, brac^^te in n>enigen Sauren eine SSif^ 

fenf<^aft ^ert)or, ber e$ Dorbel^a(ten war, bie SRat^ematif im fhengffm ®inne ju re^ 

» 

formiren* 

®o gifitfKd^ aber aud^ «^inbenburgö Crftnbung ijt, fo Diel ^anf i1)m bie Stadfi^ 
toett m^ barjubringen getmungm if(, fo Idft fid} bodf» nidl^t Idugnen, baf fte in 
einigen 9ut(ltm no(fy Diel gu wim^^m übrig lief. 



(0 Comm« Petrop. vet T. Xm. (obsenrationes analytic. de combinationibtu). 

C) Infinitinomii dignitatum leges ac formulae, Gotting. 1778 ttttb Methodns nova et 
facilis serierum infinitarum ezhibendi dignitates exponentis indeterminati. Lips* 
1778. SBeibe e^tifttn erfcfttencn barauf fe^jc ^exmt^xt unrer bem Zittl : InfinitiiioBiii 
* dignitatum exponentis iudeterau historia legep ac formtdae. Gotting. 1779- 
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6tflli4 wa^ >>i^ IBfieic^nimg 1)b^^ uMoatommtn. US wirb nitffid f^n, 
iai 8Befcnttt*fle berfelben b«er anjufft^rcn. 

2)te (Stemente bej^tc^nete er metfientbcilS burcb bt'e Keinen lateinifd^en fßuöfs 
(laben. SW«» wußte alfo lernen, ber »leDietjle Ku^ftahe ein jeber im Ztp^abttt 
ifl unb war geawungen, fobalb man fiber ein 25ffed (S(ement l^inandgeben mußte, 
ju compticirteren B^id)tn feine 3uflu4)t ju nehmen, ©ie Älajfen bejei<^nete er burd^ 
große rateinifcbe Suc^flabeU; fo, baß A bie erjle; B bie jweite Älaffe Dorjlettte m. f. xo. 
.^iebei ffnben natürlich biefelben ÜRdngel jlatt. ©tanben biefe »ucbjiaben gerabe, fo 
bejeict^neten fic 6ombination§f la ffen , flanben fte f(|>ief, »ariationöflaffem din M 
ober N, n)el(be$ aber au$ einem anbem Hlpf)aUU genommen war, bejeicf^nefe nt4^t 
bie iste ober i3te Alaffe, fonbem aOfgcmein bie rate ober nte. Um einjelne Orb^ 
nungen anjubeuten, bebiente man ftcb großer r6mir(i^er S3u((^flaben, welcf^e mit aUet^ 
banb «^jcfcben unb anbercn Sersicrungen t)erfeben. waren. Xuc^ ^iex war ed nic^t 
einerlei, <:b fte gerate ober fcbief flanben, benn im erflen ^aUe waren t$ (Sombina^ 
ttonSformen, im anberen S3ariatiunSformen, bie burcb fte angebe^tet würben. Sßir 
werben im S^Iä^nben feigen, baß wir bieju feineö befonbern 3eicben6 beburfen. 'i>atit 
man nuit allgemein eine mte JtlafTe bur^) M bejeicf^net, fo war bie m + ite' 
nicbt N, bie m+2te nicbt O, eben fo bie m— ite nicbt L u. f. w, fonbern man 
bebiente fic^ bt^^ ber fogenannten ^iflanjbejeicl^nung : 

-2 -1 +1 +2 

M, M , M, M, M, u. f. w. 

Sßie ttal(»e war man alfo einer wiffenf^^aftK^ien S3ejei4)nung ! 

SweitenS war aucb ber Sortrag ber <Sombination8le()re tintt SBifTenfdS^aft 
nidl^t angemeffen. 9Ran bebanbeKe fte im fhengflen Ginne al9 eine artem combi* 
naioriam. SBer fte erlernen woOfte^ Don bem t)er(angte man, baß er fic^ eine. Ser^ 
tigfett in ber Kniiibnni ber Stegein erwerbe, welcbe man il^m, obne @rfinbe anjü^ 
inf)vtn, gab. i£>af man ffe wie eine Jtunfl (eierte, bai Idßt ft<^ beöfialb nicbt tabeln, 
weil ffe im ®runbe iticbtd onber9 fepn foltte; baß man aber auf bie burc^ biefe 
jtunfl ^en>orgegangenen Sfefnltate eine matbematifc(^e SBiffenfcf^aft grfinben wöDte, ba$ 
war in ieber Stfitffttbt ein wenig unmatbematifdS^. SoK bie Kombinationslehre bai 
^nbament ber Znal^fii feyn , fo ifl erfoberlid;^ , baß fte eben fo eoibent baraefteUt 
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werbe, wie bit etjlen ©rfinbe ber (SUmtntatmatUtttatit Sie Sttc^itbedd&tung bicfeö 
notJ^voenbtgen (Srfobetntffcd ,- fo tote aucb bie Sejeicbnungö^Xrt ber v^inbenburgifcben 
@(bu(e ^at auf bie Serbrettung ber 6ombmatton6lel^re imb ber combtnatorifcben ^e^ 

m 

t^obe fn ber ^nal^ftö fe^r m^t^eilii toixtm muffen, fo, baß ed ie(st, beina^^e 40 
Saläre nad) ber Srftnbung, befonberS außer ;Deutf4)(anb nod^ «te(e aRat^ematiTer 
Siebt, ml^t ni^t» ffir Aberfiiiffiger galten, M biefe SBiffenfc^aft. 
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Sßon Un combinatonfd^en £))}et:attonett , infofern fie tmt 
auf eine Stetige t)on Elementen ^iiU^mQ HUn^ 
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§.9. 

@ine gemifTe Vitja^l Don (Elementen, weldfie im Spange fucceffit^ f ottfc^teiten i {fi ge^ 
gebende« »irb gefobert, bie gotfle berfelben auf atte mdgtidl^e 2frt )it Detdnbem, ober, 
ml6)a baffelbe ifl, aOe miglidl^en 9>ennutatton6fonnen , mld^t au8 jenen (Siemens 
Un bmorgeben f6nnen, )tt erseugen» 

Um 8uerf{ baS inbepenbente SBerfal^ten )u enttoi(!eln, foD gejetgt werben, lote 
man fowobi bie niebrigfie 8orm erjeugen, M audf ani trgenb einer Sorm bie nA^^ 
b6bere ableiten tinne* 

Um bie niebrigfie 8orm {U erhalten, fede mm aUi Elemente in natfirlic^er 
IDrbnung bmtereinanber* (Stn(eit* §* 4«) ®inb )• S« bie (Elemente* 13435 gegeben, 
fo wirb bie niebrjgfie {form 13345 fepn. Siefe Siegel lamt feine Xuönal^me leiben, 
fobdib anöf unter ben Slementen me(irere tbentifcbe Dorfommen; bie niebrtgfle 
yermutationdform f xotldft fidf a\x6 ben Elementen i3i 1333434 bilben Uft, toirb 
II 13333344 feipm 

Cia man nun, tun eine Sform ju erl^i^en, mt getoifTe 6teDe mit einem 
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(Srflcr ^if^uitt. AapiUl I. ^mn^mmitinn. 
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^ifymn^SUmtitt bcfe^cn, df kt l^r ftt^t, fo muß tiefe«, bitt^ Certäufd^uftg 
gcf^e^en, intern matt aui etnit aitbem Stelle ein 96|ier^s Slemenf ^mu6nimmtf 
tm tt ber^tt er](|6^enben ®teHe au geben, tinb baS au$ ibr genommene in jene leere 
©teOe »ieber ju feftim * ©en €toff gu tiefet (grtibwifi Wnnen nun aber bie dU^ 
meitfe, »elcfie in ben t^or .ter in erb6(enben SteOfe beftnblicben • SteSeh ffe^en^ 
täöft barbieten, :benn a(Sbann ti>itrbe burd^ bie SertaufdE^ung in* em frühere ^feSe, 
aU bie lu erb^^enbe m niebrigereS Clement gefegt/ bie Sorm alfo nic^t erb6bet, 
fonbem emiebrigt tperben« S>U Slemente, mt(4ie man )ur (Srt6bu'ng einer 
©teile gebrauchen »ill, muffen iif fpdteren Stellen jicbeft. Sefinbet 
fldf l^inter einer @tet(e nod^ n)enigflen8 tin ^bfytxtB (Slement, ald ba«, welc^cd in 
i^x flehet , fo fann xn<in iebe§mal biefe« b^^^^f« Clement mit jenem niebrigeren t>ertau- 
fc^en, tuib man wirb etn^ $orm er(^alten b^ben, totid^Zf mit jener, n^orau« fTe enf^ 
flanb, in allen fr&t^m Stellen Abereinflimmenb , in ber nä6)^bf)ttn m b^bere« eie^ 
inent befifet, alfo ^6ber ift, al8 fie* Sebe ©teile alfo, auf bie ein bHereö 
eiement folgt, al3 ba6 ijl, »elcl!>e8 in i^r jlebet, ift erb6bbar. 

Um alfo t)on irgenb einer gorm bie nli(!^^l)bt)m abjuleiten, fucbt m^n bie 
fpdteffe er]S)6l()bare ©fette berfelben auf, erbebet fie fo wenig, ald möglieb, t. b» W. 
bai am »enigjien b^^^re Clement, »elc(>e8 fidf^ in ben folgenben ©teilen finbet, 
l^inein, unbfuHt bie folgenben &UUm fo niebrig, alä miglidS^ au8, b- b- orbnet bie 
folgenben demente fo, afö ob man au$ ibnen bie niebrigffe f^orm bilben wollte* 

(Einleitung §• 4-) 

68 wirb alfo j. S5* bie n(!d&jilj)6^ere gorm i)on 12453, 12534 fepn, benn bie 
britte ©teile, worin ein t^ierte« (Slement ffanb, war bie fpdtefie, nacb welcher ein^ 
^6^ered (Slement folgte; bad einjig t&bere ber folgenben (Elemente war aber 5, man 
fefete biefe« in bie britte ©teile, unb futtte ber Siegel gemdß bie beiben folgenben 
©teilen mit ben beiben no4^ übrigen dementen 3 , 4 fo aud , baß auf ein f)b\)m^ 
tiie ein niebrigereS folgte, fo entjfanb bie ndc^j!lSi6l()ere gorm 12534* SBon biefer 
wirb, ba bie »orfefete ©teffe er^fi^bar ift, 12543, oon biefer 13245 bie ndcbji^öbere 
fe^n u. f. w» S)ie Kegel fann feine Ausnahme erleiben, wenn auc^ unter ben €le^ 
menten fol(|ie öorfommen, wel^e ibentifd^ finb, j. ». t)on 1 12334 ift 1 12343, »<J» 
biefer 112433 r »on biefer 113234 Wt nic^jl^6tere u. f. f. ÜRan wirb alfo nun im 

3 



6tanbe fepn, iebe Uüebi^t aScngt ^n SUmenfen su pitmutixtn^ intern mM sitei(i 
Me niebrtgfle Soi^m bitbct, unb ouS H)x fucceffii» bte ^^eren bt» jut bHß^n ableitet* 
3n ber f)i^^m %oxm barf, ba feine 6te(Ie tnebr €tf)bf)bax fe^n lonn/nie auf tin 
niebngereö (Siemcnt ein I^6^ere8 folgen, b* b* fte muß bie Elemente in natüxli^tt 
aber umgefebrter jDrbnung mt^altmt tod^renb bte ntebrig^ Sorm aUe (Elemente, «n 
natitritcber Solge aber t^om niebtigfien iii tum b^ften (inffleigenb iti |i($ begtieifL 
Goden j. SB. bie (SIemente 1335764 t>ennuttrt toerben, fo ifi 1234567 bte niebrigßCf 
7654321 bie ^6(bj}e Sorm; eben fo ifi bie niebrtgfte |)ermutationdform au9 ben*(S(e^ 
menten 1 1232243, 1 1222334, n>dbtenb 433222 11 bie ^idf^t ifi. 2)er Inbegriff 
aller $ermutatton$formen ber Slemente i, 2, 3 ifi j* J8/foIgenber: 

123, 132, 213, 231, 312, 321 = P[i*.3] 
Sie 9>ermutatio,nSformen Don 4 t)erf(biebencn (Elementen i, 2, 3, 4, fnb fetnei^ 
folgenbe: 



• \ 



J:'[i..4] 


= 1234, 1343, 1334, 1343, 




1433, 1433, ai34, 3143/ 




3314» 234Jt, 3413, 2431, 


• 


3134, 3142, 3314, 3241, 


• 


3413, 3421, 4123, 4I33, 


Semer tji: 


• 43^3» 433»» 4313, 4331. 


PCi.-S] 


= "345» 13354» 13435, 13453, 




13534» 13543, 13345. 13354» 




13435» 13453» 13534» 13543» 




- 14335» 14353» 14335» 14353» 




14533» 14533» 15334» 15343» 


y 


15334» »5343» 15433» 15433» 


%<mtt tjir 


31345» 31354, ..... 54321. 


P["333] 

t 


= "333, 11323, 11333, 13133, 


m * 


13313, 13331, i3i?3i 1313a, 



• i 
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Scrner: 



21133» 
23131» 

32ii3# 
•33"i» 



ai3»3f 
233"r 
31331» 
32^31 » 
332"« 



i33»3» 

31331» 
3"a3^ 

313?«» 
3*3"» 



»33air 
331 I3r 

3"3»r 

313« i> 
33"3# 



P[i223] = 1223, 133?, 1322,. 3123, 

2132, 2213, 2231, 2312, 

.. . - 
2321, 3122, 3212, 3221* 

J^^X.mm aitS getDiffen gegebenen Elementen, glei(l^t>tel, ob barunter gUidi^e 
üorlommen^ ober ob f?e alle t)on cinanber tjerfcbieben jinb, alle ^ermutationSformen 
gebilbet, ober iebe m6glicl)e Solge, worin fjfe treten fonnen, bargcflellt, fo muffen 
biefe folgeoerfc^iebenen gormen, wenn mOiXi fie rücfw^rtö \k%\, aud^ terfc^Ubene 
Solgen barbieten, benn nur biefelben f^ormen ffnnen, wenn m^x{ fte rucfn>drt$ 
ließt, audS^ ba biefelbc gotge IS)aben. Cießt man alfo alle gormen, Mi %<Ai[ = N, 
bie ftd[i auö gegebenen eiementen erjeugen fonnen, rucfwdrtS, ober brelS)et man jTe 
fdmmtlidE) unt, um fie bann wie gew6^nIidE^ ju lefen, fo wir> man N foigctjer^ 
f:4>iebene gormen lefen, bie fic^ m^ jenen gegebenen ©(ementen erzeugt. ^aben , unb 
ba M ÄUö ^Wn nur N |)ermutation§formen erjeugen laffen, fo folgt, baf m(xxi fie 
alle gelefen.lS^abe, unb baß in jebem Snbegriffe aller möglichen 9)crmutation8formett 
ccixi gegebenen Elementen einer jeben gorm no^ eine anbere correS^onbiren werbe, 
weld[)e, xoim man fie rftdPwdrtS liept, biefetbe ijl. ^oX man jebergorm axx^ P[i#.ii] 
ein ite§ Clement üorgefefet, welche« man burd& r.P[i.ai] bejeic^net, unb ließt alle 
bfefe gbrmen rürfw4rt§, fp M »wn P[i..n].r gelefen u* f. w. 



§• 10. 



>. 



SRecurrtrenbci S5erfa(iren« 



I 

3Dur4) eine genauere !Betra4)tung bed {nbe)>enbenten 93erf&^rend leitet ftd^ fo^ 
gleidf^ eine tecurrirenbe Siegel ^^. 
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20 (Sv^et %hi^itt^ ^ofitdL 

£tV mebriglle gfotm beft^t bat nfebrigfle Clement in ber etilen Stelle; gebenft 
man {t((^ biefet n^eg', fo toirb man eine 9>ermitfationöform l^aben, bie auöben Abrigen 
dementen gebilbet ifi, unb jn^ar, ba vx ibr ade @teSen Don ber erften an, bi9 gut 
bmien fucceffit) fo riiebrig^ aK m6g({d^, befe^t ftnb, bie niebrigfte, »eltbe mwi auS 
biefen (SIementen barjlellen lann» (§* 4O 9Ran erbi^ete Jtun jene erffe Sorm fuc^ 
cejftD nacb ben Siegeln beS 9>ennutirend, bi$ aOe ©teOen, aufier ber erften, fo b^4^i 
ald mdglid^ befe^t n)aren, b* J^. bid in i^nen nirgenbS' auf ein niebrigeret Clement 
ein bob^tea folgte, n)orauf xam w^i^ bie er{!e, bis ba(|in unt>er((nbert gebliebene ^itVx 
angriff, um i^r baö ndcbfib&^^t^ (Stement gu ertbeilem Sie erfte IDrbnung, ober ber 
Snbegriff ber |>ermutation8 formen, »eld^e ba6 niebrigjle Clement in ber erpen ©teile 
beftgen, ifl alfo nfc^tS, alS ber Snbegriff aller 9>ermutation6formen, «oelc^e ftc^ au8 
ben gegebenen @(ementen außer bem niebrigffen bi(ben (äffen, löelcben aber biefeö 

- niebrtgffe Clement Dorgefe^t iff» Snbem m^n nun bei ber inbepenbenten Crjeugung 
iur jn^eiten Srbnung überging, alfo bie erfte ©teile mit einem jweiten demente 
erb6bete, befe^te man bie folgenben ©teilen fuccefTi^ fo niebrig, ald-mfiglicb, b» 1^* 
orbnete bie übrigen demente fo aneinanber, baß nie ein niebrigered auf ein ^^^ereS 
folgte, mm bilbete alfo, }xm bie niebrigffe Sprm ber gleiten jDrbnung gu erhalten, 
bie niebrigffe Sorm, bie ftcb mi ben gegebenen dementen, außer bem %xoi\\ttif er$ 
jeugen ließ,* unb fegte ibr baS }n)eite dement Dor. Sarauf erb6bete man aQe biefe 
folgenben ^\%Vitx{ fo lange, bis fte fo bo(b/ ^^^ mögli^i, befe|t n^aren, b* 1^« bi9 xa 
ibnen auf ein niebrigered dement niemals f\xi ^ö^ereS folgte, ebe man jur Crl(»5^ung 
ber erflen ©teOe übergeben Fonnte» ©() bitbete mwi alfo, yxxa bie gleite Orbnung 
ju erbalten, alle 9)ermutation8formen, welche ftcb <^u8 ben gegebenen dementen, außer 
bem in)eiten, erjeugen laffen, unb fegte allen biefen formen ba$ jmeite dement felbfi 
Dor» 2(llgemein, n^oOte m<iXi t^on ber nten IDrbnung jur n-f-iten übergel^en, b* 1^* 
beabficbtigte man, au8 ber bJc^pengorm ber nten JDrbnung bie niebrigfie ber n+iten, 

' »elcbe i^re ndcbflböb^w ip» abjuleiten, fo fegte man in bie erfle ©teile ba« n+xte 
dement unb föUte atte folgenben fucceffit) fo niebrig (kwI, aW m6glic^, mwi erbi^ete 
barauf alle biefe folgenben ©teilen nadf^ unb nac^ , bi« xn i^nen nie ein l^öbere« k\z^ 
ment mel&r auf ein niebrigere« folgte, unb IJatte bamit bie ^hi^^t Jform ber urf-iten 
£)rbnung, benn bie nd4^ft()6f^ere Sorm würbe fdj^on loieber in ber erflen ©teile eerl^i^t 
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wabm mfiffen. (S9 ifi atfo aO^emein bte n + ite JDrbnung nidj^S^ dK bev Sn6e< 
griff aOetr 9)ermutationSfonnett| xoeldft fidf aui ben gegebenen (SUmmtm , au^r bent 
n + itcn, erjeugen laffenr toelc^^en aber ba$ n-f-ite QUmmt t)orgefe|t i(l. ®mb n 
Mrf4^tebene demente Dprbanben, fo werben n £)r.bmingen ^ert^orge^en muffen, unb 
man ^t, tptnn affgemem P L^-^^] ben Snbegrijf aDer ?>ermutation6formett anbeut 
M, ml^t ft<^ au8 'ben Elementen i;2;3.**n, unter benen aber ba« rte feblt; er^ 
ifugen (ajTen, fotgenbe recurrtrenbe 9tege( jur S3i(bung ber ^ermutationeformen in 
3et(t^ert aitögebrucft : 

P[r..n] = X.-Pl^-] + 2.p[JL-].+ 3P[i.üL]+....+rP[i:^].... 

P[i,2,3] = j.P[3,3] + 2P[r,3] + 3P[i,2] 

i.P[3»3] = "3» 13a 
= ^+3-PCi»3] = 213, 331 

+ 3-P[^' 2] = 3"» Bai- 
ssen fo tf{: 

* 

P[i,2] = i.P[3] + a.PCi] 

I.P[2] = 12 

2.p[i] = ai 
Senter ifi: 
P[i..4] = i.P[i^] + aP[i^] + 3P[^] + 4.P[H^] 

i.P[-j^] = 1834» "43» 1324, 134a, 1433, 143a 
+ a.P[i^J = 3134, 2143, 2314, 2341, 3413, 3431 

+ 3.P[^j = 3»a4# 3142» 3314» 3341» 3413» 3431 

+ 4'P L^j = 4133» 4133» 4313» 4331» 4313, 4331. 
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11223^ 11232^ 11322, I2I23; 

I.p[l223] = ^12132, 12213, 12231, I23t2; * ' 

1^321, 131221 132.12, I322I ^ ' ■ 

2II23, 21132, »1213, 2123I, 

+ 2.P[n23]= ^21312, 21321, 22113^ 22131, 

22311, 23112, 23121, 2321t ^ . 

+ 3.P[il22] = 31122, 31212,. 3122I, 32H2, 3212I, 322II* 

> 

'^ gerner: 

P[, ..5] = i.P[i^i^] + ^.P[^] + 3.P[i-3-^J + 4.P[^j + 5.P[^'J 

i-PL-^J = »2345, 12354, 12435, 12453, 

- 12534» 12543, 13245, 13254^ 

13425» 13452, 1*3524) 13542/ • , 
14235, 14253, 14325; 14352, 

14523, 14532, 15234, 15243, 

15324» »5342» 15423» 15432 

+ 2.P[-2-J — 21345, 31354 25431 

+ 3.PLH~3 =3'245/ 31254 35421 

+ 4.P[^J =41235» 4x253 45321 

+ 5-PL^J =5"34» 51243 54321 

2)te folgenben Sfomen in tiefem Ie(}t(n .S3eifytcie wir^ Wr Semrnbe nun .f(^n ((Ib# 
bjlben tonnen. ' .. ■ ' * . •" 

»a We ^forme» i'.P[i..ni, rfirfwdrtJ'öerefen, P[i..«i]r tatbieten, (§. 9.) 
- fo folgt, wenn man offe S^etle otigev Stecurftondformet r&AoirtS (iept, baffj 

•P[r..n]=PLi^J.,.+ PLi:^J.2...+PL^J.r... + P[l^J.„ 
eine Kecurjtondfovmeli wet^e U%xtf burc^ 9ta^fe|en ber 6I«nente m f(bon)aebi(b€te 

■ , « I ■ ii 

gormen fotgenbe Älajfen $u Äjeuflem " ,* * / 
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3. 8» .1 .'.■■' ^ ' ; 

PC».. 33 = P[2i3}.< + P[<i3T.»+ P[i,3].3 

p[i», 3].r = 23.1, 32.1 

= ^P[if3]'? = 13-»» 3i'»f 

P[i,3].3== 13.3, 31.3, • 

P[x..4] = •p[i-ij:V+PLl:^^J.3 + P[i^J.3 + PL^^^^^ 

P[~^J.i = 234.1, 243.1, 324.1, 342.1;, 433.1, 432.1,, 
I'L^J-* = 134-2, 143-2, 3H-2; , 341-2, -413.3, 431.3, 
'~).PL^J.3= »24.3, 142.3, 314.3, 241.3, 412.3* 421.3, 
PL^i-S— 123.4, 132.4, 213.4, 231.4, 3»3.4, 321.4- 

' fBon ber inbfpenWntcn dtiiu^un^ einzelner Ocbnunaen. 

Züi bem r^currirenben Serfa^ren feigen \oitj baff bte rte £)rbnung t>on 
P[i..n], = r.P[i~J ifl. Sei bcr inbepenbenten SJarpeaung t)on P[i..iil 
Keitetcn n>tr i^be l^j^^ere Drbmittg fttcceJTit» auS ber i>orl^ergel^enben ab, t)erful^ren alfo. 

«currirenb, »d^renb »ir jefet in r^Pf^f^J bie inb^^enbente «cgel jur Silbimg 

« 

einer jeben JDrbnung t)on pti*»»] ^abem 

3. ö. tie brttte äDrbnung »on P [1..4] »P = 3'P [-§^J ^ 3-P [i» «/ 4] 

= 3r?.»4» 3'i42» 3-aH» 3-241/ 3-4»2, 3-43X' 
2)i< »Iwte {Drtnung t»on P [i..5] tjl = 4. P [^^J 

«= 4.1235, 4.1353, 4.1325' 4.1352, 

4.1533, 4.153», 4.2135» 4-2153» 

4.3315. 4.3351, 4.2513» 4.2531» 

4-3125» 4.3i5a> 4.3215» 4.3251» ' 



I. 



»V 



u 
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4-35I»» 4-3521» 4-5123, 4-5132. ; -i 

4-5'>»3» 4-5231*; 4-531»', 4-5?2i-. , . ,: ,- .;- 
eben fo lann man'ber goberung, alle gorm?n aui, P[i»*n] mbet)enbent )ik 

V 

beftimmm, werc^c ba« rtc (Srement In ber testen ©teile bejifeen, ein ©enfige kiftm^ 
benn man W bafür ben inbepenbenten XuSbrurf P [^j . r 

B. S3. Ttü« Sotmcn aud P [1..4] wel^e t>a$ zweite iS((ment in ber U^iac- 

©tefle bejlfecn, ftnb = P[i^]'.i»' 

= 1342, 143.2, a'4*2' 341-2, 413-2, 43i-2^ 



I ' 
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S. 12. 

fßon ber ^nio^l bet wjb^tiä^tn ^fxmvLtaüoMfttmn* 

C8 ifl nun reld^it, ol&ne bie £)^)eration beä |>ermutiren8 Yoixtli^ ju wBjie^en; 
bie 2Cnja^l aller gormen, wetdS^e au5 b.er O^jeration 1)et\>0TQt^m mii^m , tjor^er gn 
berechnen« SSejeic^net man b(e ^Cnja^l aller ^ermutationaformen, bie ffd^ au$ n t>er^ 
f((>iebenen eiementen btlben laffen , burc^ ba6 Seic^n S.P[i-ö]r fo »irt man, ba 

P[i.,„] = i.P[if] + 2.P[t^J.... + rP[.l^j...nP[i^] 
•|jl, unb iebeö ®Iieb biefer Slecur jionSformel , beten überhaupt n ii>oxf)anhtn finbv' ben 
Snbegrtff ber 9>ermutation$formen anjetgt, bie frtl^ auö n-^ i t>erf<^iebthen 4S(emem 
ten etieMgeni folgenbe öejie^wia ^aben: 

S.P[r--°] = °-'S.P[i-*(«i-i)]r 
eine dtecurftondformel }ur SSeredjinung ber ^(naa^l aOer m6gl{4ien 9>ermutattonSfdrmen, 
bie flc(^ ani n t)etf4^iebenen Elementen erjeitgen Jfaffem ^ie dtegel, meldte f^e^ou^s 
Sptid)t , lautet fo : um bie 2(n{a^l aller 9>ermutation6formen avA'- einer gegelbenen 
SRenge mirflidb t)erfc^tebener Slemente ju etfal^en', nx\x^ man bie Ttnid^l bet %ou 
m^xit xoHijz [\6^ a\xi bet vm eind geringeten SRenge bet Elemente bilben laffeni mit 
bet 3a^l multipliciren, xotlä^t mit bet 2Cn)a^l ber gegebenen (Elemente Abeteinfommt 
S)a mm abet ein (Slement ftc^ nidj^t weitet t)etfe^en Idpt, unb alfo aud^ nut eine 
gorm barbietet, fo ifi bie ^niai^i aUtt Sotmen.auj 2 Elementen = 1.2, bie ber 
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Sonnen, n>cI4^e ffd^ auS 3 Elementen erjcugen lafTen, = i. 3. 3 unb alfo allgemem, 
bie Xnja^I aller formen, weld^e bnrc^ 9ennutotton t>oti n t^erfdt^tebenen (SIementen 
cntße^eit/ =? i.2*3***.ii» 

Sie 3(naa^I ber burd^ Serfe^ung ^ert^orge^enben ' Sformen %%\^i bie 9)ermui 
tatioti9^ ober S3erfe(}tmgSial^I, (numeims p^hnutaiiouis) weldiie man fe^r bequem 
bmt^ bat Belegen p, Aber xotXii^ x^wi tie Xnjal^I ber fuccelfioen Sactoren fe^t, ans 
beuten lanu/ fo, baß aKgemein: 

n 

S P[i*»»] = !• 2. 3 ..♦ n*. = p» 

^dtte man eine getoijTe ^Cnjabl, n , Elemente, tt>ot>on r gemtffe einmal eingenom« 
mene ©teilen bebalten, »dbrenb bie fibrigen, n— r, unter einanber Derwedf^felt werben, 
fo tfi dar/ baß bie ^tnjabl aller mdglic^^en Gomplerionen, ba nur n — r ©teilen t)or< 
(anben ftnb, mit benen eben fo m'ef t)err(f)tebene (Elemente »ed^f^ln follen, = i.2.3... 
(n — r) fepn muß. 

«^t man hun auS n Elementen/ unter benen ftd^ r ibentifcbe befinben/ wobei 
bie äbrigen aber alle t^etfd^ieben t>on einanber ftnb, aO^ 9)ermutati.on$com))leHonen 
Sebtibet, fo maßten inieberberfelben, wenn man ftcb bie r gleic^^en (Elemente aU 
t^erf^^ieben t>on einanber benfen wollte, biefe no4^ unter f[dS^ «erfe^t werben, fallt 
man alle Somplerionen auS ben ie^t fdmmtlic^ t)erf(biebenen (Elementen erl^alten 
wollte. Singirt mwx bal^er bie ^Cnjal^l ber Sformen, wel(f)e aut n Elementen, unter 
benen ftc^^ r ibentif^^e beftnben, l^ert)orgeben, inbem man fte = N fe^t, unb gebenft 
man {td^ jene r Elemente je^t aK t^erfc^ieben , fo werben aud jeber ber N f^ormen 
I. 2»3..r neue entfielen/ unb bie fdmtlic^ |yen>orgel^enben formen werben dlSbann 
s= i.3.3.*r.N feyn, in weldfiem SaRe man aber n gdnjlid^ t)on einanber DerfdS^te^ 
bene (Elemente \ii\tf beren yermutationSja^I = 1.2. 3...n if!, xam %^X ba^er 

!• 2. 3..» r.N = I« 2. 3.*.n alfo 

I.2.3.**r r 

p 

Befinbett fi* nun alfo außer biefen r gleicj^en (Elementen no(<^ m ibentifcbe einer 
onbem «rt unter ben q gegebenen, fo finbet man i^re «njo^l bur* biefelben ©bluffe 

4 
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1.2 . 3 ... n 

I. 2** r, I. 2 •• m r m* 

p.p 

U. f. ». 

@{nb n (Elemente gegeben # unter benen fUfy r glrid^e Ibefinben, toobe{ üba 
bie übrigen n— r aucb unter ft^^ ibenttfcb ftnb, fo ifl bfe Xntabl aOer mb^li^tn gpr» 
men, n>e((^e burd^ Serfe^ung auö i^nen ^tx^oxit^m Umtn, 

1.2 ... r. 1.2 ... (n-r) 
_ rt.!(n-i).(n-2) ...(n-(r-i)).(n-r) ... i 
~ ^r. (r-l) ;».j** I . (a-r).(n-r-j) .♦♦ i 



■- 1 



•v : 



_ n. (n>i).(n-2)...(n>(r>i)) _ p 

— r. (r-l) ..♦. I «- ■-' 

PP 

Sur mitn biefer 3Crt M bie Xnal9ft«, i^rer SBtcbtigfeit .unb .i^reS. öfteren 
©ebraucbS wegen ein einfaches 3ei(f)en eingeffibrt, beffen Urfprung jebod^ crg 
beim ©tubium berfelben Ilar werben lanm <Sö wirb ndmlidf^ aDgemein ber VuSbrud 
n.(n-i).(n.g)..(n-(r-i)) ^^^^ ^^^ ^^^^^ ^ ftnflrteutrt. ©fe merfwib 

bigen SSejie^ungen unter btcfcn Sa^Un, (Sinomiakoeffictenten , ftgumte 3a(>I(n) 
geboren in bie 2fna(9{t8. 



Ä a p f t e i n. " 

S$om @ombinirem 

5» 13» 

8om GomSdiiten im TiUitmtlntti. 

» 

@o(( ti, bei einer {Reibe t)on (Elementen, nocb eine jwette combinatorifd^e 
Operation geben, fo ijl notbwenbigerweife erfoberlid^, bof bie (Sompleicionen nid^t 
m bie nemlic^en (Elemente ent^ten, benn in biefem gälte funn öerfc^iebenl&elt ter 



Somten nur initv fie» gednberten Sfolge bijiel^eni alfo burd^ 9>ermu(atton l^ert)org€2 
Bjac^t werben. . 6otnbtntren 1)ti^t, au8 einer gegebenen 3(n)ab( t)on 
(Elementen iebeSmal eine beftimmte Sßenge bcrt)orl^eben, fo, baf 
ba« etnemal .nidl^t fcf^Iecbterbingö bie nemUcben (Slemente jum S3or^ 
fd^ein fommen, ai6 baö anberemal, unb baf auf biefe SBetfe al(e 
m6s({(|^en fo entfiebentten formen erzeugt »erben. 

^eb't man m8 ben . eiementen i, 2, 3, 4, 5 bie Elemente 135 ba< einemal, 
513 bad anberemal b^rtior, fo merben btefe formen ber S)eftmtion bcr E)peratton 
gemdp ntc^t oK t)erfc^teben angefeben »erben f 6nnen , Unn beibe entbalten bie mm* 
lieben (glemen(e. 2Cenberung ber gotge ber Elemente bringt feine SSerfcbicbcnbeit ber 
gormen bert>or. S)a ea nun atfo gteicb ip/ toth^c golge bie Sfemente bcobacbtcn/ 
fo fcbeint et beim erjlen Xnbritfe ftbwer: gu fepn,. "fy&f^m gormen t)on niebrigcren gu 
unterfc^cibeu/ ja, man Wnnte ouf bie Sermutbung gerat^en^ bie fericograpbifcbe TLn^ 
orbnung b^^^ n^^^ anraenben ju fönnen; benn i)at man j. SS. bie beiben »irflicb ux^ 
fcbiebenen Sombinatton§formen 125 unb 134 b^i^^orgeboben, fo »irb man bie (entere 
frejticb b^b^t nennen, al« bie erjlcn/.üeranbert man jcbcfcb biefe/ inbem man ba§ ste 
eiement in bie sweite ober erffe ©teile fe^t, woburd; bie gorm ber 3)efinition gemd^ 
biefelbe bleibt, fo wirb baö Urtbeir gerabe entgegengefcfet auöföBen. Seboc^ erbettet 
öuf ben erfien »lief, ba nur bie t)erfel[^icbcne golge, in welcbe bie Slemente einer 
6ombinatiori3complerion treten fönnen, ücrbinbert, fic^ ber lericogroj}bif4)en Jfnorb* 
nung unmittelbar gu bebienen, baß e« nur n6tbig fe^, irgcnb eine golge ber eic^ 
mente beliebig, aber barauf unabdnberlicb beibebaltenb ariiiim^mtn, um biefea ^im 
berniß ant bem SSBege gu räumen. 

Sie grage, welche golge ber demente bie einfac^fie ifi, beantwortet ficb leicbt. 
5Bon allen ^ermutationöformen fann man bie niebrigjlc ober bie ^id)^e, wenn eö 
barauf anfommt, fte ffir ftc^ ju bilben, am leicbtcflen ergeugen, unb ba ed immer ^ 
löstet tjl, binÄUf, al8 btnunter gu jdblen, fo bot man bie Zmia^mt gema4)t, bafi 
jebe Sombinationdform t)on aUtn Serfe^ungen, bie fte geftat'tet, in ber niebrigften 
erfcbeinenv b/^. bafI in ibr nie auf ein Mb^^ed Clement tin niebrigereS 
folgen folle. 3e^t i{l ed alfo leicht, ^h^ext unb niebrigere SombinationScompleriO' 
nen \>on etnanber gu unterf (Reiben; eine gorm, bie ein erjieS, 3 weilet unb fünftel 
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Ultmtnt tntif&lt, wlt^ iricbriger fepn, aM fold^e, »elcf^e ein iwita^ btitM wah 
ziertet (Element in fidf begreift, benn bie erße toirb nadj^ obiser 7(nna(inie fo : 195» 
bie anbere fo : 234 gefcbtiebem 

Sa« nun bat SSilben ber Sfonnen felbfl betrlp, fo ifl eS geflattet, bret tu» 
f (biebene SorauSfe^ungen ju mad^en, entweber bie (SIemente bfirfen ftd^ nic^t »iebers 
bolen, b. b« <^ ^^ff ^^ ^^^^^ QompUxion iebeS (Element nur einmal üotfonmcn 
((Kombinationen bei t^erbotener SSieberboIbarfeit) ober bat Sieberbolen 
ber (Elemente ifl unbebingt geflattet, b* b* ^^n barf iebeS (Element fo oft festen r M 
a bie Jtlaffe erlaubt, (Kombinationen bei unbebingter SBieberboIbarfcit) 
ober enbltcb» bie SBieberbotung ifl bebingt geffattet, b. b* eS ifl bei iebem Elemente 
befonbert angegeben« wie oft et ftcb b^fl^^ wieberbolen Idpt. (Sombinattoncn 
bei bebingter SBieberbolbarteit.) S>it beiben erßen %iUt ffnb bie. bei »eitern 
wjcbtigeren. 

TCbffra^irt man t>on ber Summe , toelcbe bie (Elemente ieber 3form barbieten, fo 
beißt bie jDperation Sombiniren übttffaupt, Sombinire.n an ficbi fEc^ 
man bini^itn auf jene Summe, fo nennt man bie {Operation Sombinircn ju ^<s 
flionrnten Cumm^n. 

I. fß om @ombiniren an fi(|^^ 

A. ?8e! verbotener 9ßieberl^otbarWt 

3nbe|>enbente$ SScrfa^reiu 

Sie niebrigfle Sform ergiebt fidf , inbem man bie @i€Um fucceffii» fo niebrig, 
a(t m5gli(b befe^t (§. 4). Sie niebrigfle Sorm, welcbe ffcb dut ben (Elementen: 
^3,3,4, 5. iur Jttaffe's btiben Ü^, ifl 123, man fe^t in bie erfle Stelle bat erfte, 
in bie aweite baft )weite (Element u. f. w. btt bie Jtlaffe erreicht iß* Um out einet 
(Eombinationtform bie ni^flbib^xt ab)uleiten, b^ben loir bie aOgemeine Siegel, (§. 4) 
unb et fimmt |ier nur noc^ barauf an, su {eigen, weldf^e SteOe fiberbäupt erb^dbar ifl« 



i^at man eine 6tfDe erl^Mi fo miiffen bie fölgenben GteOfen na4 bct Stege! 
te 4feh §. fo niebrig, o« et bie ID))erat{on erlaubt, befe^t werben; biefet SBere^en 
tmif aber nacb ber 3(nnal^me im t^origen §• unfel^Ibar fo gefcf^el^en, baß baburcb in ber 
%ma nte ein niebrigeret Clement auf ^in l^6beret folgt , b. b« bie folgenben 6(emente 
m&fTen aSe ^db^r fepn, alS ba6, n>omit jene SteDe erhöbet würbe, foDen a(fo bei 
biefer SSebingung bie folgenben (SteDen fo niebrig, M mdgUcb auSgeffiDt werben, fo 
fedt man offenbar in bie nd4^f!fo(genbe Stelle bat njcbßbdb^^^f in bie barauf fofgenbe 
wieber baS ndc^ffb^bere t>on jenem (Elemente, u. f. f. bid aOe folgenben ©feilen aul^ 
geffiSt f!nb* ®oa alfo überbauet eine ©teDe er^db^^^^ f^pn» fo iftf bie le^te ©teile 
ausgenommen, nicf^t aOfein erfoberlicb, baß eö nocb ein ^iif^txti (Element gebe, att 
baS, welches in ibr ftebet, fonbern, baß aucb nocb fo ^i^^^ fucceffiii b^bere Dorbanben 
ffnb, als nac^folgenbe ©teilen beren foberm ^at man }. S3* auS ben (Elementen 
i,2,3,*.6 bie Sorm 1235 erzeugt, fo (ann iebe ©teile berfelben erbi^et werben, benn 
man wirb im ©tanbe fepn, bie nac^folgenben ©teilen fucceffio noc^ b^b^r ju befe^en. 
<^atte man aber aus benfelben Elementen bie Sform 1456 gebilbet, fo f6nnte bie Ui^tt 
Gtelle nicbt b^b^r befegt werben, weil eS fein b^b^^cS Clement gtebt, ald baS, wo^ 
mit fte befe^t ifl, bie brttte ©teile w&rbe erbib^t werben f6nnen, falls ftcb bann noc^ 
ein b^b^f^^ Clement t)orf(!nbe, womit man bie legte ©teile ausfüllen (5nnte; eben fo 
ifl eS mit ber {weiten ©teile, fie würbe mit einem fünften demente erb6bet werben 
(6nnen, wenn xam bie beiben legten ©teilen b&b^^ auSjufüIlen im ©tanbe wdre, b. b* 
wenn ftcb (in fiebenteS Clement unter ben gegebenen befdnbe. Sie einjig erb^b^^^^ 
Stelle ifl bie erjfe, benn wenn in fie ein {weites (Element gefegt wirb, ifl xawx im 
® tanbe, bie jweite ©teile mit einem britten, bie britte xixxi einem t)ierten unb bie 
legte mit einem fünften Ctemente auSjufüUen. 9tac^bem aber biefeS gefcbel^en ifl, 
fo (ann in ber entflanbenen Sorm 2345, fogleicb bie legte ©teile erb6bet werben, in^ 
bem man ein fecbSteS Clement bineinfegt u. f. w* 

CS ifl nun alfo leicht, alle CombinationSformen auf einem inbepenbenten 

3 

SBege itt erjeugem JBirb {• 85* gefobert Q[i.*s\ 8« ^i^^tn, fo ifl bie niebrigfle 

Sorm 123, barauf wirb bie legte ©teOe erl^6bbar fepn, welcfie überbau))t iebeSmal 
baS l^^fle Clement annehmen fann, weil eS feine fpdtere ^itVirn giebt, welcl^e 
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f)t>^m ßfemente fobem» ®le jweifc ©teHc fann l&icr ^6dS>flen8 «in Diertc« 'Glement 
annehmen, weil ba8 fünfte ffir tic Ic^te ©tcUc o'ufb<wa()rt werben muß; eben fo »leb 
bie erlrc @te(Ie ^6c^|len$ ein britte^ @(ement befommen tinmn. 
X>U Somplejrionen ftnb ba^er folgenbe: 



3 

C'[t..5] = "3. 


124, 


.125, 


134 


135, 
245, 

Sentet tji: 


145, 
345. 


234. 


235 

* 


3 

(J'[i..6] = 123, 


124/ 


125/ 


126 


134. 
146, 

.236, 
345. 


135. 

'56, 

245. 

.346, 


136, 
234. 
246, 
356, 


145 

235 
256 

456. 



Serner : 
4 



(J [r..6] = 1234, 1235, 1236, 1245 

1246, 1256, 1345, 1346 

1356, 1456. 2345, 2346 

2356, 2456, 3456. 



C[i..5] 


= 12, 13, 


H, 15/ 


23, 24, 


25 , 34, 35, 45- 


C ti-s] 


= 12345, 


12346, 


12347, 


12348 




12356, 


12357. 


12358, 


12367 




12368 , 


12378, 


12456, 


12457 




12458. 


12467. 


12468, 


12478 




12567, 


12568, 


12578/ 


12678 


■ 


13456, 


13457, 


13458, 


13467 




13468 , 


13478, 


13567, 


13568 




13578, 


.13678/ 


14567, 


14568 
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14678» 


15678, 


23456 


»3457» 


23458, 


23467, 


23468 


33478, 


23567, 


23568, 


23578 


23678. 


24567, 


24568, 


24578 


24678» 


25678, 


34567, 


34568 


34578, 
1 


34678, 


35678, 


45678. 


C'[i..6] = I, 2, 

« 


3, 4, 


5» 6. 




6 ^ 

C[i..6] = 123456. 









SBenn man alle 6otn6tnatton§formen, bie auS gemiffen dementen miglid^ finb> 

tuitoixti fiept/ fo »irb man offenbar gleicbfaHö alle gormen gefefen 1)aUn, wetcbe 

bem 3n^alte na^^ Detfd^ieben , auS jenen @(ementen gebilbet werben f innen. S>a 

aber in ben 6ombination§formen auf etn ^ii)er^B @(ement nie ein niebrtgereS folgt, 

fo »irb man, beim Sfficfwdrtötefen ber gormen bie umgefebrte Orbnung antreffen, 

eS wirb in ibnen aiJjf ein niebrigereö Clement nie m ^b^txi^ folgen, fte werben m8 

ben gegebenen Elementen 1.2 «.n gebilbet erfdS^einen, t>on benen man ba§ 1)hd)p, n, 

als niebrigfleS, baS erfie aU b&cbfleg htttad^Ut 1)at Eiefl man alfo bie formen 
k k k^ 

C[i.»n] rfidPwdrt«, fo wirb man C'["».i] lefen, iff ferner ben burd[> C't^--"] 

k 
angebeuteten formen tin ^^rnrnt, r, \>oxazfeit, r.'C' [!••"]/ f^ wirb' man beim 

k 
8?ücfwdrtölefen C [n. • i]r gelefen ^aben u. f. f* 

attcuttittnhe^ SSerfaf^ren» 

Um ben Uebergang t)on ber inbe)>enbenten S3effimmung jur recurrirenben ju 
mad^en, ifl ed nitbig, ba§ SSerfabren bei ber erften genauer ju erwdgen. 

S)ie niebrigjie gorm entbielt bie fucceffio niebrigflen Elemente, \>om erffen an 
ttnunterbrod[)en fort, ii^ ju bemjcnigen, welches mit bem Älaffen ^ Grponenten gtei^- 
blel einleiten in fic|> fd^loß» ©ebenft man ftc^ i^on biefer niebrigjien gorm baS erpe 
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(Slement weg, fo b(eibt eine Sorm bet nic^ßnicbtigmn JHaJTe (ibrig^ ioe((be bie tttes 

brisflen (Sremente aufier bem erflen, 2,3,4.», in fu€€c{Tit)er Solge enthält, b. ^. bie 

ntebrigfle So^nt ber nd^^ftntcbrigeren ft(o{Te auS bcn anfdngltc^ gegebenen dUmmttn, 

in benen aber bat niebrigfle nicbt me^r i^orfam. 9la^Um man nun bie niebrigffc 

Sorm gebilbet f)atU, erl^5^ete man fte nad) unb nad^, wobei man, tift bie erfie, mit 

bem niebrigllen @(emcnte befe^te SteKe jur Srb6l^ung gejogen würbe, i^Ie folgenben 

Stehen/ nacb unb nacb fo ^oö) befegte, ali mi^li^, i. 1). man bitbete, .um bie nici 

brigfte Crbnung ju erzeugen, ade 6ombtnation6formen jur ndc^ffiniebrigeren» klaffe, 

au6 ben nemUcben (Siementen, aufler bem niebrigften, unb fegte aSen biefen Somien 

jenc^ niebrigffe Slement Dor* 3n ber JDperation weiter fortgel()enb , tx^i^ttt man mm 

aucb bie erfle @te(Ie ber Sorm, inbem man i(ir ein jweiteS dlemtnt gab, unb bie 

fibrigen Stellen mit fucce|ftt) b^b^i^^n 6(ementen befegte, woburd^ na4^ §• 4. bie nies 

brigfle ^orm ^erüorgebracbt würbe, weiche ftc^ jur anfdngüc^ gefoberten ftloffe, unb 

auB ben gegebenen Giementen außer bem erften bilben ließ. 2)iefe Sorm erl^6l^fte 

man nun fucceffio, bid (eine ©teile mebr erl^6^bar, b* 1^, bü bie anfdnglidE^ ^u 

k 
t)oIIiiel^en gefoberte JDperation gefc^Iojfen war. Sßtrb alfo allgemein C^['**°] d^o* 

k-i 
bert, fo ijf bie erffe SDrbnung biefer Älaffe = i. C'C^'-'^L «nb ber Snbegriff dOet 

k 
übrigen gormen wirb = C'[»»\^] f^«» ^^^ W Älfo folgenbe |)artieae «e^ 

curfton9formeI: 

k k-i k 

k 

©iefe Siegel lann man nun auc^ auf ben aweitenS^eit beS 3(u«bru(f« C^C«..«] an- 

wenben, unb man Ifati 

k k-i k 

fubjKtuirt man biefen »ertfi in ben erjhn Äuöbrudf , fo i|l: 

1^^ k-l k-1 k 

wobei ti itftatut ift, ben legten SC^e« wieber eben fo )tt bi«cer^iren u. (• f- Xlß 
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le^tf Xu^brudF toirb immer toieber eine kfe Alaffc fc^n, toel^^f burd^ 2)tdcevpt{on jcbeSs 
md( in {toci Zl^cile jerfdOt, eon benen ber legte .^tebar. eine kte JKaffe aft)eigt. fRuti 
fep aOgemem na^ r folct^er 3er((eUungen auf ' 

k k-i k-i k-i ' 

> C [('•+0:7».]^ ' ^ 
gerommen , « foD mtec^u^t werben , wie ffco^ r 6&4>flen9 »erben (ann. jDie Xn« 

-■- • • « 

ia(^I ber (SUmmtt in jebem ©liebe bft Formel, woraui ft(f) jene klaffen ^Svibegrife 
btiben foQen, nimmt mit jebem ©Hebe um eind ab, eö ifi aber erfober(icb, baß biefer 
Giemente nid^t »em'ger werben ,• alö bieXlafe/ "toenn ber TCulitüd ni^{ ttxoai Utr« 
m&glid^ed fobernfoU. 3ft alfo bie 2fn)a(^I ber Slemente nod^^fo groß, ä($ bie JtiaJTe, 
fo ifi ber XudbrudF no(^ reef, fobälb bie Alaffe größer tpirb, tmagindr. S)ie Xnaa^I 

k.x 

ber Elemente in bem XuSbturfe r.(^^[(r+a)».ii], ijl aber n — r, tjl biefe* 

k-i \ 

= k— I, fo tfi r C[(r4-i)..n] baS. Ie|te ®tieb, roel^ti mbgUxdf iß, benn 

k 
aWbann ijl k, ber Älaffen ^ (Sr})onent be« eradnaunaSgliebe* C't(*^+0-n] 

größer, al« n — r. 3jl aber n — r = k — i, fo ifl r = n— k + i, folglid^ 

k-i 
ip baS lefete ©lieb Ui aJectttf!on«formeI = tn— k:+ i). C'[(°~'^+ ^^'-"^ 

unb fte felbß loirb fotgenb ermaßen au8gebr(i(f t : 

C'[i..ii^= l.CC^-P] H'a.Cö-«]-- +rC[(r+i)-.n]... 

k.i 

' ■ . . • ■ • J . . . ■ .. . . ! . 

SBtrb nun j. ß". C^tf-6] flefobert, fo Wlbet ji* blefe Älaffe nai^ ienet «ecur* 
fion§formel fo: '' ' ) 

CCi.-6]= i.C't3..6J4- 3rC'C3..6] + 3C'[4..6] 
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i.C'Ca..6] =s ia34, i«35, 1236 j 1245 

1246,. 1236/ 1345, 1346 

1356, 1456 

+ »'Cl3'«6] = 9345, 2346, 2356, 3456 

3 

+ 3-CC4-6] = 3456 



Sctnev : 
5 



C[i-5] = iC[»-6] + »•Cö-6] + 3*C[4f5] 

a 

x*C[»**5] = "3, 124, 125, 134, X35, 145 
= { +»-CC3"5] = «34/ «35» »45 

. a 

+ 3Ct4»5] = 345 

Setner: 
4 s 9 s 9 

C[i..7] = i.Cta-7] + 9.Cc3-.7i + 3C[4..r] +4.CC5..7] 

9 






x.CCa.-?] = 



+ a.CC3..7] = 



"34 f "35» i«36. 1837 

,1245, 1246^ 1247, 1256 

.1257, 1267, 1345, 1346 

1347» i356> 1357» X3<7 

1456. 1457» 1467» »567 

3345» 2346, 2347» 2356 

|3367f 23671 a456f 2457 

2467, 2567 



t 



+ 3-C'[4"?] = 3456, 3457» 3467» 3567 
9 

+ 4.C£5..7] = 4567. 



I ' 

'■ ^ * . 

8tan Mtfe aber jene* nxirttellc 9tccur|tondfonneI: 

k. ' k k-i .-; j 

ottd^.fo in eine voOFornmene umtvanteln !6nncn, inbem man ic^eSmal tcn S^etl icriegt, 
weichet tie um eind ntcbtigeve Jtlaffe <nt1)iit, t^nn iß: 

k-i^ k-i ' k a I . 

Semer: 

k-a , k-a^ . k-3 

It ^ k k-i k-a k.3 

C Ci..n]= C [2..n] + i.Cü-n] + i*2.C'[4-n3 + i-^-sCU-»?] 
(Si foK nun gan) aDBentein.snterfudl^t werben, wie weit bie 2)i6cer))tton ioxtQtfhlfxt 
toetben (ann* Wlan wirb nac^ t 2)iScer))tionen/ wenn man «jfebeSmar ben Sl^etl ger« 
legt ^atf wel(f)er bie niebrigere Jtlaffe ent()telt, auf ^ 

k-r k-(r+i) 

ia..r. C[(r + 3)..n]+ i.3..(r + i)-C\[(j^ + 2)..n] 

gefornmen fevn, fjl Jier nun k == r + f ober r = k — i*, fo ijl betf Äuibrudf : 

1 o * 

. . ia..(k- 1) Cco^ + i)v::tg+-ia;.k.CE(k + o^n] 



din 3ei(|^en, wie C ^* f* w* Ibebeutet etgentlid^ mir leere etelltn, werben t^m 

o 

ßlemente borgefefet, att j. S. laaC'C^**"]/ f^ bebeutet er bie gorm, welcl^e bte 
t)orgef e^ten <SIenlente bilben, fo ijl alfo 

l2..k.C [(k + i)..n] = I23..k 

SBeiter, alt {ur oten Jtlaffe tann man nxd^t bidcer)>iren , unb man wirb bie ZotaU 
tecurftondformel folgenbermafen auSbr&den: 

k k k-i k-a 

k-r ö 

+ I..r Ct(>^ + 2)--n] ••• i-'^* CCOc + i)..n] 



• f . 
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'^tflev mfd^nitt. j^o^itet It. , 



60 ijl-i. 16. 

C[i..4]= CCa-4] + x'.CC3/4] + la- CC4] + "S C 

* • . m ~ 

I 

5 

C'[a..4] =a 934- 

5 ■ 

+ i.CC3-.'4] = 1.34 
+ ia. CU] = "-4 



+ "3 C' 



= W3' 



fferiMT 






+ "34 ♦ C 



.,4 



1 - •. • 



t ■. 



Q' [a . . 6] = 9345 , 11346/ «356 , »456 , * 3456 

3 • 

+ r. C*[3.ä6] = ;j^5,' ;ia4Ä* 1.356, 1.456 

= V + «•«Ct4".6] = 1345t 1846, 13.56 

1 

+ M3«Ct5r61 = "3.51 »«3-6 

+ »«34.C*[6] =s U34 



•* * 4t > 



I 
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CCi-t7]= C [a-7] + I.CC3.-73+ la.CU..?] + "S-C . 

s • 

C*C3..7] = f 234» «35. 236, «37 

«45» 346, 347» «56 

«57» «67» 345» 346 

347. 35*5» 357. 367 

456. 457' 467. 567« 

~.^ + '>C f3««7] = («34. «.35» «36» «.37 

a.45, 3.46, 8.47, a.56 



» ii 



.:' , • 



a.57» «•67' 



+ 13. C'C4««7] = 13-4» 13.5, 19.6, ia.7 

O 

4>&ttc man bie golge ber (Slftnente in ben Sombtnattondformen nid)t fteigenb, fonberit 

faDenb angenommen, \o, baß man alfo baS ^i^ftt (SUment ald niebrfgflef , iai nie< 

brifllle Ol« ^öc^jleJ betrachtet ^&tte, fo »dren beibe »erfal^rung« ^ Arten ^ani biefelben 

geblieben, unb iene urf))r(ingti4» l^ert)orgesansene ^partieOfe 9{ecurfton«fonneI ^ittt \oU 

genbf ®^ftQlt gehabt: 

k k . k-i 

eieß man aber alle biefe formen ritcFn^irtj , ober bre^et man f!e um, fo, bafi iai 

niebrigfie (Slement »ieber aK bat erße , iai ^id)fte ali (e^teS (Element betrachtet 
»irb (§. 14), fo M ^^ti offenbar: 

k k k.i ' 

eine |)artieD< 9lecurfronSforme[, weldf^e lel^rt, tote man burd^ Slac^fe^en f)>dterer 
(Elemente l^il^ere klaffen erzeugen lanm Zu^ biefe 9tecurf!oniforme( (ann man burc^ 



* -I 



fortgefegteö' Sigccrptren vx tm t)oD(ommeiie bcmanbetn. 2)tScer)){rt .tiup sutrfl 
lebeSmal ben X^eil, »deiner btefelbe 5Claffe entiddit, fo ifl {uer^.: 

gcrner: 

k k-x '^ 

C C' •• (a - «)] = CCi - (o - 3)] + Cl^- (a - 3)]-(a - Ä) 

k k.i k-x 

CCi..n]= C[r-'(°-i)]n + CCl .•(«-«)](«»- I) 

+ C*[i..(n-3)^('»-2) + CCi-(n'^353 
xoxM bev legte X^eil lieber eben fo bttcer^trt »erben fann, lu f • f» - 
aWan fep in ber äett^^eilung auf: 

k-i 
C[^-(a-0](a-(r-i)) 

«gelommeü, fo tvirb biefet XudbrucF, n>eld(^er mt6: 

k 

f 

entflanben ijl, nod^ b^n Z^eil: • 

k 

C[l...(a-r)] 

bd ftd^ ^abem Stad^bem nun enblicf^ n — r gu k, obet r s= n — k gewecben 
tjl, witbber (egte %%z\\ ber ganjen |^ecurfton6formeI: 

k.i * k 

Ctr..k].(k + i) + C['--k]r 

k , 

benn wollte man C'C< •* ^1 ^^ bt^cerpiren, fo entfielet; 

i 

k k^i 

C[i..(k- i)]+ C[t-(t- 0].k 

k 

»ot)on ber erjte Sbeil Unm68ti(^e6 fobcrt, ber jweite aber mit C' C' •• W «fnirW 

ip. SKan Jiat alfo folgenbe SEotalreairponSformel: 



! 



^ # 



/• 






' k-i k-l 

naif Jnü^€t {t(( folgende SeiA>teU Idd^t ergeben: 

a • 4 1 I 

C'[f-4] = C[i-3]-4 + C[i-a}3 + C'[i].a 

CCiv3]*4 = i4f Ml 34 
C[i-3].3 = i-3i 3-3 

+ C[i..a].3 ' - 

16.7, 33-7 ♦ 34-7» '«S-?» 
I26.7, 34-7» 35-7/ 36-7» 
45-7 » 46-7» 56.7» 

+ CCi..5].6 = ('»•^' '3.^' '♦•*' '5A 

33.6. 24.6, 25.6, 34.6, 

35-6, 45-6> 

+ C[I..4]«5 = »»«5» »3-5' »4-5» 23-5' *4-5# 34-5» 
+ CCi..3]'4 = "-4» 13-4» «34' 

a 



I 



• ' 






X 



1 

1 



j ■ 

+ C*[i...4]-5 = »"a-S. «3-5 # »4-5» «3-5» 84-5^ 34-5i 
= 1+ C[i..3]-4 = 12.4» »3-4» »3-4» 



3 



+ C'[i-2].3 = 13.3 
Serlegt man aber iebeömal ben Xl^etl ber Sormel: 

k k k.i 

C[i.."] = C[i..(ti —.1)] + C[iv(" ~ 0]*n, 

tveldS^et bte n^cf^flntebrigere jt(af[e anjetgt , fo credit mm , ba guefft : 

k-i k-i k-a 

Q\i ..(n — i)].n = C*[i..(n — 2)]n + C*[l».(n — ll)].ii.(n — i) 

barauf 

k-a k-a 

C'[i .. (n — 3)]n. (n — = C'[i •• (n — 3)] (n — n 

k.3 

+ C'[i.*Ca — 3)] (n — 3) (a — i)n 

ift , ben 2tu8bni(I: 

k k^ k-i 

C[i--n]= C[i*-(n— i)]+ C[l-.(ii — 3)]-n 

k-a 'k-3 

+ Cti --(n ~ 3)] (n — On + C[i ..(n — 3)3 (Q — ») (n ~ On 
92ac^ r iOtacerptionen lotrb man auf ben XutbtudF: 

k-r 

C*[i..(n — (r + i))].(ii — (r — !))••. n 

+ C [f..(n — (r -I* i))].(n -^ r) *;.;• (n — i).ii 
gefommen fe^n, welcher fi(^, xotnn k = r + i ober r = k — i ijl in' 

C [f..(n — k)].(n — (k — 9))...n+ C[i--(a— k)] (n — (k— i)...ii 

»erwanbelt, mo ber lefete Zf)til nur anjeigt, bog bie k «lemente, n, ä — i, 
n — a, ... u — (k — i) für fic|> aW gorm gefegt »erben fotten. 
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SRit btefen bdbcti OKfebem loitb alfo bte SotalrecurfionSfonnel gifcf^loffen 
fepii , toeI((^ ba^er fo{gmbmnaf en auSgebrfid t werben (onni 

k k k-i 



k-r 



C [i.m] .= C [i-(n-i)] .tI- C'[i..(n^2)]n... 



+r t[r.-(n-(rti))](n.(r.i))..(n-i)n ... C.n.(k-i)..(n. i)n -' 
C [i..'6] = C[i'5]+ Ctr..4]6 + C[i..3]56 4- C'[r ..a]456 



; * 



/ 



+ C-3456. 

C[i..5] = I2J4, 1235, 1245, 1345' 2345. 
3^ 
+ C [r..4]-6 = 123.6, 154.6, 1346, 234.6. 

=\ + C'[i.-3]-56 = 13.56, 1356; 23.56, 

1, '■ ' ■ . 

+ C'[ii 23.456 = 1.456, 2.456 

^+ C-3456 = 3456 

C[i-.7]= C[i..6] + C[i-.5]'7+ C-67 

2^ 
C'[i..6] = ( u, 13, 141 15 

16, 23, 24, 25 t 

26, 34r 35' 36 
45' 46. 56 

1 

+ C[i.-5].7 = '-7/ . ^7' 3-7i 4.7r 5-7 


+ C.67 = 67 
(Sl^e n>ir gu ber SSorauSfe^ung übergeben , unter welcher bte Elemente al6 un< 

bebingt »leberl^olbor öngefel^en »erben, wollen wir nocb einifle recurrirenbe Sejie^ 

t^imgen seigen, wel^^e ftc^ leicj^l au« ben Dorigen bebuciren lajfen. 



42 ^ (Svfttt ^bi^iaitu StOfitdlL 

2>te Sesei((muttg \n Serhifipfttttd ber Clonenti deft^ic^et, wie toft frälfter 

angenommen l^aben, burdS^ blofied Xneiitanbetrfe^en ber Elemente; eine Sfotmi worin 

ein erfleS , in)eite$ unb t)ierte6 Clement beftnblicl^ ift , würbe folgenbermapen gefc^rie' 

iben: 124. 2)iere Sejei^nung ifl ber ber ÜRuItiptication analog, unb bedl^Ib ^ti 

wdblt , weil bei ber SCnwenbttng ber (SombinotionSlebre auf bie TtnalvfE^ bie Stcmente, 

wehigfienS im SCQgemeinen, immer a(8 S^^ctoren, bie formen felbfi aber alö. Steile 

k 

betrachtet werben* GoUte einem Sormen^Snbegriffe, j. S. C [i.»n]r b. %. jeber 

einzelnen Sorm befllelben ein gewiffeS (SIementi r, t>orgefe6t werben 1 fo bejeic^neten 

k 

wir eS burc^ i\C'[i**n]. J^iefe SSe^eic^nung beibe^aUenb werben wir VL}m au<^ 

k 

einen Snbegrif, wie C'[i*«n]r beffen formen alle ein iMi Siement tmlieren 

k^ k^ 

rotten, burcb iL^lll^^bejeic^nen, fo, baf r.C^[,.^„] „„b Cj^H^l ^.^ 

r r 

berjtreitenbe JD))eration anbeuten, unb attgemein: 

k • 

CV T r.C [i-^n] .ii 

r 
k k+l 

SaSenn alfo: r.C'Ci-^n] = C'[i-.qi# fo ifl: 

k+i 

L [i.*n]= j • 

Semgemdß ift aud(^: 

k k. m 

j^ + L [r--q] = 

@ben fo '^(jetcl^net man mehrere ibentifcf^e (Elemente, wenn fte mit einanber nerfnitpft 

r 

werben, ben Doten&en analog. S)a8 hte (SIement r mal gefegt, wirb burd(^ h ange^ 

k 

beutet* aSSirb ba^er »erlangt einem gönnen ^Snbegriffe, j. S» C [!••«]# 1^«^ hte 

k 

Clement r mal t)oriu|^e^en , fo bejett^net man biefe< burcb h* C [i*»o]i for baf: 
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III — u • 

h 
k • • 

h 

. k 

©0 wirb man aui^, um JÄoum ouf bem Darier ju erf|)oren, ^ '^' * ' "-* burdj^ 

r 

^' • U [i . • n] bejei4^nen C6nnen. 

(S6en fo tft aucf) ba$ (ombtnatorif4^e Sltc^tS obec Sßall bem 9?tc^» im 
@inne ber ^uUiplkation , (welc^eg befanntlid^ bie Sinbeit ifl) dbniicb. £)a$ 9Iicbtd, 
tm ®fnne ber Tlxitffmttit foR, einer ricbtigen Seftnition gemdf , ju einer ®r5ße bin« 
jugeffiflt, biefelbe imgednbert loffen. ©0 enfjieben alfo in biefem ®inne jweierlei 
Zxtm be$ ?ll\ä)ti , weil eS iweierlei TCxtcn nrf))rüng(icber ©rö^ent^erFn&pfungen QUit, 
bie TCbbition unb bie a)?u[tipIication i bad 9{icbt§ a(fo, welcbed f!cb auf bem Sßege ber 
3(bbition barfieOt iß o, baSjenige aber, welches man in i>mfiö)t auf 9};'ttItipIication 
exWt iß bie Sinbeit. 2>a$ combinatorifcbe dlid)t6 mx\^, gu einer %oxm im 
@inne ber 6ombtnationS(ebre , binjugefägt, biefelbe ungednbert laffen, fann a(\o 
nii^ti anber$, a(8 eine ober ))erfcbiebene unbefegte Stellen bebeitten. @^ wdre 
oieHeicbt nidft unjwetf mdflig , für ba$ combinatonfcbe 9ticbt6, bergfeicben ;. S3. 

C^[i..nL C[i--ii]t ^^'[i..].-V[i..]. ^V[i..], h^ »0 h ein ge. 

h 
»ijTe« eicment bebeutet, C[o], VCo], unb bgl. finb, ein eigne« 3ei(ben 

cinjuffi^ren. Co ip baber , wie wir aucb f*dn oben tbeiW gefeiten b^ben, 
k '0 ^ 1!^ 

^C[i..n].r. = r, °V[f .-P]- 123 = W3, h^. V[i.- ] = V D . ] U. f. w. 
gevabe, wie im Cftine ber Äritbmetif : a — o ober a -|- o = a, a • i ober 

— = a ift. 



9la^ tiefen fktnen # aber nic^t untot^tigen Setnerhmgen xooUtn wtf ju tm- 
ferm äwecfe jurucffe^ren. 

Sßtr fanben tte ))artteae SRecitrftonSfonnel: 

C'[l-.n] =x C[i-(n — i)].n + C[l.-(n - l)], 

e$ ift alfo aud^: 

k k^ k-i' ' 

ober, wem man für n ben SSert^ n + i U^t, 

k k^ k-i I 

i) C'[i.*ö]= C[i-(tt+ 0] — C[i-.n]*(a + i) 

femer fititet mm auS iener erfien ßeitel^ung, 

k-i k^ k^ 

baß: C'[i- (n — i)]*n-= C [^••n] — C [!••(« ^ i)J ober 

k^ k^ 

i^ [i..(n — 1)1 = 



n. 

ober, wenn man ffir k ben Sert^ 1^ + ^i «nb ffir n, n + i fe^tr 

k+l k+i 

^aH ») C[i..n] = C'tr..(u+i)]-C[i..n] .^ 

n + I 

%{ifyxt man bie S)i8cert)tton, welche bfe erfte abgeleitete Sejiebung 
k^ k^ k-i 

C tl*-»] = C^[i..(n + i)] — C'[t-n]«(n + i) 

angiebt, Att i1)ttn St^eilm au^, tnbem man jebefimal. be|t, welker bie mn einS nie^ 
brigere ^(affe ent^drt, berfelben unterwirft, fo er(|d(t m(kn juerfi: 

k-l k-l k-2 

' C [K.p] (o+i)] = C[l-.(n + l)]-(ii + - C [!•.«]. (n + i)^ 

ferner ijl: 

k-2 k-a .' k-a^ 

C [i..ii](q + i)^= C[i.-(a + i)](a+ 0^ - C[i - "] -(n -f i)-"^ 
u. f. f., alfo ifl juerjl: 



% 
t 
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C[i..ii] = C [r.. (n + I)] — C [i..(n + i)] (n + i) 
• + C [I . . (n + I)] (n + I)* - C'Ct .. n] (a + if 

%Htt man im iDtScer)>tr(n fort, fo wirb matt taWdf nocf) n fold^er Sttt^tuof 
0(n auf folgenden ZuSbmd fommen: 

C[i..n]= C[l.\(n + 1)]— CCl..(n + l)].(o + l) + ••• 

h-h k-(h + l) 

+ (-0\C[r..(n + i)](„+i)''+(-i)''*lC[i..n](n+r)''+» 

3^ enba<^ h = k — i, fo ffnb bte Reiben legten Steile 
1 

= (-i)''"*C[i..(n+i)](n + i)^-* + (-i)''C[i..n](«i + ir 
= (-0''"!L'[i..(o+i)]{ü+i)''-* +(_,)\(n+i)\ 

un^ folgli^ ijf bie Sotalrecurftonöformel : 

k . k k-l 

C'[i..n] =t C[i..(a+ I)] - CCi..(n + l'>] (n + i) + .. + (-i) \ 

C[i..(«+i)](n+i)''...+(-o''-*C[i..(;n+i)](«+i) '+(-0>+')^ 

Stecunirenbe tBefh'mmungen biefer 3frt ftnb gur witf(t4>en 2)arfieKung be< 
©efobdttn nietet geeignet, weil man juerfl t>te( UeberflüffigeS hetti^nm muf , um 
biefeö ^ernad^ toicber aufju^eben. 3. 0> 

» * *% *% <*» 

C'[i..4]= C [1..5] — C[i..5].5 + C [I..53-6*— C[i'<53-6* 

C'[i..5] = 123, 124, 125, 134 

135» H5f «34 f »35 

345r 345 
«^ 

= — CCi-5]-6 = — (125), — (135), — (145), — (155) 

— (235), — (245)» - (*65). — (345) 

— (355)» — (455) 



. \ 
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+ C t^--5]-5^ =?^iS5i 355, 356. 455f 555 

- C[i-5]-5^ = - (555) 
9la<l^bem man bie glctd^en aber wibcrflreitenben S^rmm ^t^tn etnaitber aufige^obm 

^at, erhalt man: 

C'C^-4] = 133 r 154/ I34i 234* 
allein ben etgentlicl^cn 9lu%m, meieren aOe recurrirenbe S9e(Kmmungen ' Derfc^affeni 
flc»4tren auc^ jie, wie bie übrigen. 

S)idcerpirt man aber iebe^mal ben S^etl ber partieKen Stecurftontformel, 

k k k.i 

welcher t)on ber iUi6)\)o\)tn Älaffe k i(l, fo ^at man 

k k k-i 

ferner : 

k k k-I 

C[i..(.i+2)] = C[i-("+3)]- CCi--(" + ^)]-('i + 3) «• f-f- 
alfo juerfl: 

k k-1 k-i 

C[^--"] = - CLr.-n](n + i)- C[i-(tt+ 0](n+3) 

k-i k 

- C[^--("+'-i)](° + 3) + C[i-("+3)3 

"■^ 

^a6) h-i :DiS(er))t{onen gelangt man gu 

k k-i k-i ^ 

k-i k 

- Cti-(n+li-l)]-(n+lO+ C[i--(n + h)] 

Sie Jtlaffe^ k-i, bleibt mä(irenb ben 2Dtdcer)>tionen immer biefelbe, tnbem bie Zm 
ia\)l ber Elemente, an$ benen fid) bie gefoberten §^ormen biCben foDen, immer gr&fcr 
wirb; bie 2)i6cerpt{on fann alfo nie befc^^rdnft fepn, unb jebed fo(genbe &lUb ift 
mig(i4^ unb barfleUbar. Sie Sormel fann alfo nur wiUfubrlidE^ abgebrotf^en toerben, 
itnb man ^at ba^er für jebeS r, ben aUgemefnen 2(u6bru(f : 
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k k , k-i 

k-i k-i 

Cc^t man in tiefe Sormel füt n btn SBcrt^ o, fo ^at man 

k L k-i k-i k-i 

k-i 

k k-i k-l k-i 

k-, 

2>ic'erfien ©lieber biefer Stecurfton ftnb, fo lange bie Sfnjal^I ber QUmentt, 

i 

aui mieten ftc erjeugt »erben foaen, ftetner ift, tote bie jtlaffe k-i, Unm5glic^c$, 

forbembe Zuibtüdti ba< erfte reeQe ®Iieb wirb C ['«•('^"i)]'^ f^V^f <<"^ ^^^^ 
^at batftt : 

k k-i k.i k-i 

ober: 

k k-l k-X k-i 

eine Sormel , gu »el^er wir fcfion auf birectem Sege gelangt ftnb. 

%ni ber urfprfinglidEfen Stecurftonöformel ging jweitenS folgenbe 83eiie(^ung 
^ert>pr : 

k+i k+i 

L [i-.n] = —T— 

n x I 

loeldi^e, loie jebe partielle 9lecurfton6formeI, burc^ ^Dificerption in eine ooafidn'^ige 
»ertoonbelt werben (ann. 



48 



(Briicv Qdyfc^nitr. ^a^itel II. 



n 



^ -»'-«• 

^ •« 



3 



GT 






I 



II ' 



3 



3 



S 

+ 



II 






o 









+ 



+ 



+ 



+ 
+• 

I 



n 



3 

+ 



3 

n 



s 9 
^ + 

■ or »- 



+ 



I 



+ 
+ 



+ 



''iw 






+ 



+ 






• * 



n. 



.11 



(^ 






+ 






l 



Ol 



3 



I 






3 






9 



•• 



+ 



''Ol 



O-** 
^ i w 



II 



n 






Or 

\\ 



Ci 



Ob 

I 

a 

9 



n- 



^•* 



II I 

a 



3 

+ 






z*^ 


1 




9 
+ 


1— 1 S 




►H 






Vi-/ 

1» 


i + 






v-/ 






»— • 


S 






+ 






M 




r—i 

• 




■ 


• 






• 





I 



9 
+ 




+ 



'S 

+ 



4 



9 



n 



r-i' "ö* 



• 



.» 



s X,- 



11 

I 

r 



s 



s 

2 



I 

n. 









a 

Ob 

-8 

s 



»om ^Mttia. I. CoöriJinf,«, 



f 



Ott fi^* 



49 



*• 



n- 



o^ 



3 

+ 

+ 



+11 



* 



+ f 



^ J I 



I 



+1? 



+ 

I 



10 




+1 



^ ^r- 

^n 



rjJT 



nx 







1 + 



-^•t 



* 











+ 



c^x 





19 







rJT 



&. 

"«. • 

I 

a 

3 

'Or H 
«• >■• 

•=^ 



a 



n 



n- 1 i 



fl fi 

ex '^ 

^-M. g 

^ 

**■ a 



o 

i 



O^f 






L * 
:' (I 



+ 



f * 



13 :r 



I 



:3 



• 



19 
01^ 

+ I 



# 



a 










f 






+ 

0* 
• J 



3 



a 
a 



1 

I 




+ 



r— «'S" ** 
I II 



8 
I 

" 

• l:^ 






J 

+ 



0* 







I 

A ^ 

: f 



a 



^« 






«« 



50 






^ - s 

•;7 3 



etfler 5C6f(^nttt Ä«|>ttrt II. 

\ j ^ •*- ,er ** 









15. 

^ B 



3 













5 

I 



® 



5^ S C/ 



p 



I 

^. I 

o 
S 






+ 



n- 



•< P' Ä 



■^ i 



CO 



? B 

I 



B 

I 



+ 

« n- r 



D _ 

+ r 



B 3 



:^ B 



I 






s 

I 



3 

I 



3 
I 



•:f 







S 






+ 






+ 
n 



p- 
I 



I 

•1 



-4- 



9 



I 



n 



p 
►1 






I 
n 



I 



• 

p 

• 



I 

n 



« 



3 
I 

/•^ 

P 



§ 



n 



s 



p 

Ti 



o- "S". J' 



p 

-4- 



I 

n 



*0 



p 

-4- 



+ 



'S 

+ 

I 



I 

n 






• 



P" 
I 



p 

+ 






* 



n 



An IQ -^ 



«< 

n 



08 



s 









5 

1 



1 

■asi 



>* Ol. 3 

'- • SS 

"? SS « 






I 




^om SomBinirem I. SomBfttircn an fid). 51 



B. ®ct un6cbingtct. 9Blebetl^oI6atfclt; 



- 1 



§. 16. 

;3nb()>enbfntf< Serfa^rtn. 

S>a jebeS (Slement fo oft n>teber^oIt n>erben fann, M man toiü, b. f^. fo 
oft a bte «ftlaffe erlaubt , fo bi(bet fi^ naä) §. 4. bte ntebrtgf{e Sorm , tnbem man 

alle Stellen mit bem ntebrigffen Elemente befegt. 2D{e ntebrtgfle Sorm t)on C C< • • Sl 
ifi IUI. «^at man, um eine Sform in bie ndcbfl^ö^ere ju t)ern)anbeln , bte f))dtef}e 
@teOe erbifiet, fo »ttb man, ba nad) §« 4. l^te fol^enben ® teilen fo ntebrtg, al§ 
tn6gli(^ auögeffiDt n)erben mfiffen/ aber ber ZnnaJ^mt im §« 13. gemdp, nie ein nie? 
trigereft Sfement auf ein ^dbereS folgen barf , aUe na^folgenben @teDen mit bemfel^ 
(en (SIemente auSffiden, mit weldS^em man erbi^et li)at £amtt alfo jtber^aupt 
eine Stelle ttf^i^bax fepn fo(I/ ij! ii nur nitbig» baß ed ein l^dbere^ 
dement gebe, aii in i^r flt^t ^at man }• S3. auB ben Elementen 1234 
eine Soun 133 gebilbet, fo wirb bie nd(l[)jlf|6bere fjform 134 fepn, n>ei( bie 3te 
SteQe bie ipiteflt n>ar, bie eine (Sr^i^ung ertrug; bie barauf folgenbe i{{ 144, 
tDOt>on bie ndibfl(^i^ere 233 ijl. 



.tiiT.r 



3. 85. 










-S 




• 






C[I..4] 


= 


in, 


112, 


113» "4 


• 




122, 


133, 


124» 133 


\ 




134» 


144» 


222 , 223 






224, 


233' 


234» 244 






333» 


384» 


344» 444 


Serner : 
4 










•^ 


IUI, 


III2, 


111,3, i"4 




• 


"15» 


1122, 


1133» "24 






II25» 


"33 < 


H34» "35 
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Ii44f 


"45. 


1155 1 


r 1333 


- 


1323, 


1334» 


1335 


. 1233 




1234» 


1235. 


1244- 


r 1245 




"55. 


1333' 


1334, 


- 1335 




1344» 


1345. 


1355 ( 


r 1444 




1445. 


1455. 


1555 1 


, 3333 




2233, 


S334, 


.2225 


f 2333 




2334, 


2235. 


2244. 


' 2345 




2255. 


2333. 


23341 


' 2335 




2344. 


2345. 


2355. 


2444 


• 


2445. 


2455. 


2555 < 


< 3333 




3334« 

« 


3335 < 


3344, 


r 3345 




3355. 


3444. 


3445 < 


> 3455 




3555. 


4444. 


4445« 


4455 


gerner : 

4 


4555. 


5555- 






C[^2] = 


XIII. 


III3, 


II33, 


1333 t 


Z 

C[i..5] = 

6' 


I, 2, 


3. 4 


. 5. 


• 


C[i] = 


iiiiii. 









Steft man oUe formen, bie a\xi gegebenen C(ementen gebildet toetben (inneni 
tndto&ttS, ober bre^et man jjebe Sorm um, fo, baf bte 1}M)^t GteSe jur erfleiif 
^ biefe gur ^64ifien wirb , fo f)at man , wie bei ben (Sombtnaf tonen be^Derbotenev Sies 
berbolbarfeit, aUe jene formen »ieber, in benen iebocb bte (Slem^nte itt ber umge« 
{ehrten JDrbnung erfcbeinen, b. b* in benen nie auf ein m'ebr{gere9 (Slement tin H^€tt8, 
folgt, fo, baß fie aui ben gegebenen (Elementen, in umgdebrter JDrbnung genommen, 

gebi(bet erfcbeinen. JSiefi man baber bie Sformen: C[^**n] xüdxoixtif fo b^t man 
k k 

C [n * • i] gelefen, ober umgetebrt* Sieji man r. C[i««°] tüdt^itti, fo ^at man 

k 

G[«-T^]«f gelefen, ober «mgefebrt 
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S* 17- • .. 

mtcnxtittnbti ßttjaitin. 

JDte tttebrigfie $orm zht^lt nur erjie (Sremente, fc^neibet man baS JCnfangSs 
lEIement baDon ab, fo b(etbt bie ntebngfle Sorm Don bcnen übrig,, welcbe ftct^ aud 
bcnfclben dementen jur ndcb(lt)orbergebenben Ätaffe bilben laff?n, benn e§ f[nt> 
oQe eteOen fo ntebrtg, a(d miilid) befe^t 2)tefe niebrtgfle f^fotm ber anfdnglltcb 
gefoberten jt(affe (r()5^ete man nadf mtb na^ baburdf^, baß man aUt nac|)fo(genben 
GteHen fucceffit) fo bocb befegte, btd feine t>on i^mn me^t einer (Sr^&l^ung fdbig 
war, el^e man bie erfte ®teQe angriff, um and) fte gur 6r^5l()ung 2^ iieben. ^lan 
bilbete alfo, um bie erfle Orbnung ber gefoberten klaffe gu erseugen, aOe Sombi^ 
nationSfönq^ gur ndd^fhtiebrigeren Alaffe aM benfelben QUmmtm , inbem man jeber 
Sorm berfelben ein niebrigfie^ dement Dorfegte« S)arauf griff man and) bie erfle 
GteDle an , befegte fie mit einem j^etten Elemente , inbem man ade folgenben mit 
bemfelben demente auSfüdte, b. b* ntan bilbete nad) §• 4. bie niebrigjle Sform, 
toelc^e ft(^ äni ben Elementen 2,3««. bei unbebingt gematteter SEßieber^olbarfeit ber 
demente gitr anfdnglid[^ gefoberten klaffe erjengen lief. Siefe ^oxm erb^bete.man 
ttmi nacf^ unb nad), bis gur '^id)flm, fo baß barauS ein Snbegriff aDer Sombina^ 
ttonSformen gur gefoberten Alaffe au8 benfelben Elementen, außer bem erfien, enU 
flanben. ®b n^irb alfo bie gefoberte .ftlaffe au8 itozi Steilen bef}e()en, xoo\>on ber 
crfte ber Snbegrif aller Sombinationöformen au9 benfelben^ Elementen gur ndcbfhiie^ 
brigeren jtla{fe, benen fdmmtlid^ ba§ erfle dUmint t^orgefegt ifi, ber anb,ere ber 3n^ 
begrif aller QombinationSformen gur gefoberten klaffe felbft, aber au^ ben gegebenen 
QltmtnUn außer bei? erfien fepn n^irb , fo , baß alfo allgemein in Seichen au^gebrudFt, 
folgenbe ipartielle StecurftonSformel entflebt: 

k k-i k 

k 

Senbet inan bie Siegel ber ^Di^cerption , n^eldS^e {te angtebt^t aUf ben S^eil C[2;.n] 
«n# fo ijl: 

k k-l k 



54 (Stftn UbidfüitU »ctpitdlL. ' - 

' • r 

ferner: . ' . 

k Jl-i . k 

menn man tiefe S$ert|e fubfKfutrti fo ftnbet man }un4(l^ß: 

k k«l k-i k-I. k 

SKan wir'b, wenn man immer ben Zf)iiU wel<|>er We kte Älaffe anjeigti »leber bi«:: 
' cerpirt, na(^ r fölc^en äerrteilungen auf: - 

k-^i k" . 

gefommen fepn. X>k Elemente, w$ benen ftd^ bte Alaffen 6ilben foQen, m1)mmjin 
Xnja^l bei ieber Si\9texption ab ; ijl man enbli^ jor nten 2)i6cerption gef ommen, 
ober ijl in obigem 2Ctt6brurfe r = n, fo ijl er 

k-i k 

n.CW + C[o] 

im erflen 2^eil ffnb n-i, im anbem a Elemente toeggenommen'f n^oburc^ ftd^ ber 

k ' • . k-i 

jweife a;(>ei( in C[o] berwanbelt, welker alfo »egfdUt u.CW ijl t>e^ I«fe^« 

2:|^eit ber Slecurffonöformeli tinb "beutet nur eine Sorm an, tvelc^e baS f)i^p 6(e^ 
ment , n^ kmal ent^&U. 2)ie 2otaIrecurftonigforme( ijl alfo : 

k k-I k-I k-I • k-l 

' . k-I 

m l+n.C[ö]* 

4 5 3 3 
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/ 



5 



/ 



i*C[i*«3l =: i.iiii I.II2, <*ii3f 1*12^ 

1.X23, r.133, 1.222 f 1223 

1-233^ 1*333 



Semer : 



+ 2.C[2^.3] = 2.222, 2.223, »•233, * 2*333 

• f • 
+ 3»C[3] = 3*333 



•^ -— 3 S 3 3 

C[i..4]= iX[i.-4]+3-C[2..4] + 3-C[3i4] +4>C[4] 

I'G[t»«4] = 1*IJ, rA2t I.I3, 1.14 

1,22 , i.23> 1.24, 1-33 

1-34^ 1*44 

— i +2.C[a-4) = 2.22, 2.23, 2,24; 2.33 

3*34 / 3,44 



+ 3- Cor 4] = 3-33» 3'34/ 3- 



44 



+ 4CC4} = 4«44 

5 44 

C[J,3j , = I. C[I,3] + 3. C [3] 



I. C[l/3] = I.IIII, I.tf.12, I.II23, I.I223, 1.2332 

4 ■ 
8.C[3] ' ■= 3.2233 -' - 

äerlegt man aber ben Zf)cil ber (»areteOeti dtecurftottSCIrmel: 



k k-l C 



k.x 



mlö)it bie nUfftnMnitxe Alaffe ent^dtt, ober: i. C ['••»] ^ f^ ^^^^t man juerff: 



V • 



I 



4 
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k-i k-a k-i 

ferner ; 

k-2 k-3 k-2 

k k k-i k-a k-3* 

aSan gelangt nun, wenn man fortfd^rt, iebtdmal ben Z^eil lieber }u aerlegen, totU 
d^er aus ben Elementen t..n gebilbet ift, naö} r folc^en Sert^eilunseit^uf: 

k.(rtl) k-r 

toenn ir anbeuten foD, baf baS erfle (Ummt r mal torgefegt werben foQ. Stefer. 
Äu6brtt<f ge^et in: 

aber, foba(b r=k-i »trb, unb btcfs« iji ter U|te midU^ S^(t( t«t Sleair: 
pondfonnel : 

k k k-t ' k-S k-r 

Cti..n] = C[»..n]+ i.C[«..n]+ i* Cta-n] ••.. + i'Cia..n] ... 

3. IB. . . 

3 3 .2 I o 

CCl •• 3] = C[3,3] + I. C[2r3] + M. CC»»33 4 IW. C. 

3 

C[«,3l =5 aaa# »«3» 933» 333 

. ■ ■ s 

+ i.CC«»3] « 1.88/ 1.33, 1-33 

+ "-CCa/S] « il.3, 11.3 
o 

+ III. C == iix 
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^ * 



3 4 .3 ..2' I o 

C[i..53 = O3..5] + i.C[a-5l+»»-C[a-5]4-«i»-C[a..5]+>«"-C 



CC2..5] - 


^2222, 


2323, 


2324, 


2235 




2233, 


2234» 


3235' 


2244 


« « • 


2245» 


2255' 


2333/ 


2334 




2335» 


9344' 


2345' 


2355 


( 


2444, 


2445' 


2455' 


»555 


3333' 


3334' 


3335," 


3344 


» . 

■ 


3345' 


3355' 


3444/ 


3445 


^* 


3455' 


3555' 


4444' 


4445 


• V 


'4455' 


4555' 


5555i 





_'i + I-Cf2..53 = 



I.22&, 1.323, ^224, T.325 
1.233' 1234, f. 235, 1.244 



+ ii.CC2;.5J = 



1245. 


i.i55' 


1-333' 


1-334 


'•335 ' 


t.344' 


'.345 ' 


1-355 


1.444, 


1-445' 


*45S, 


»555 



11:22, 11.23, I»-24f I(<85 

".33/ "-34/ "35/ "-44 



iii.CC3-5l= iiJt'^i »"3f iiMf III-5* 



l 



iixi.C = iJm 

SbiXit mm ^M bcr fleigenben Vnptbnung bcr ^mxixU \(\t faSenbc beforgf. 
b« ^. l^dtte nfan baS i^^fle @(ment, n,.alö mebrigileS; ba« erfie^ i, afö ^6cfi|}e« 
angefe^en, fo ^dtte bie partielle Stecurftotrtfonneh 
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^tfiet mfc^tt Kapitel IL 

I 

k k.-i kl 

I 

k k-i k' 

C[a..il = nXCn.^l] + CC(a-i)..i] 



j « 



N 



i^^aU, {ttbeffett tann man biefe^ burc^ obt^e fttoffen'Snbegrife andeuteten Sor^ 
mm wieber umtel^ren, tmb man xoM bir anf^nglidE^ an^etrammene ttiofbmin^ wiebet 
etf^alten^ (§. i6) fo, ba| man folgeube )>avttelle StecurftonSformel l^at: 

k k-t k 

CCl-nls« C[i..nln+ CCl-..(n-01 

t9ili|)e'*bitf(^. Stac^fe^en Qon. (Slementem (fixere Sla\fm ä>kxteU 

X>iicttp(xt man fte jyebeimal fo,. baf btr X^eil, toüäfn btefefbe JUaffe^ k, 
entl^dlt, iedegt n>trt^, fo ftnbet man iuerjl 

k k-r tkl 

ferner:: 

k k-r k 

offo: 

k k-Ä k-r k-r 

SRao: rntrb na4f^ k ;Ct?cert)ttonen* auf: 

k-i k| 

C[i.-(n-r)](n-r) ^ CCr-Xa-Cr+i»]; 

> 

gefommen j^^m SP abex^ r=n-i,. fo ifl biefer ÄüSbni* 

k-i fc k-T 

= C[i].x + CEo] =^ Ct0.r = 1^ 
welliger offo- ben^ U^Un Z^tU: folgenber Zotolmurftonafoi^el aitjmac^en wirb : 



k k-i - k-i -, k-i 

Clc^.n] = Qit..xi] a + CEl-Cu-OK«-!) + C[i..(a-8)](a-8).. . 

k-i k-i 

+ CCi-(n-r)Kn-r)... CCO'« 

3. ß. 

a I 1 I 

C[i--3] = C[i..3]-3 + C[i,3].a+ CcOi 

C[i-3l«3 = ^'3f a-3/ 3-3 

I 

Semer: 

3 « ' 2 a • a 

- Cli-4]'= C[i-.4]-4 + C[i..3]'3 + C[r.2j.2 + CCi].i 

* . . I ■ • ^ 

C£i.-4]-4 = (»14» 12.4, 13.4, 14.4 

32.4, 33-4' 34-4. 33«4 

34-4/ 44*4 

+ C[i-3l.3= J^^-3^ "-3^ i33f 22.3 

m^i 33-3 

+ C[l/2],2 = 11.2/ 12,2, 22.2 
2 

SticeTytrt man nun aber im Z^til ber ))artteaen 9tecurftonSformet : 

k k-i k^ 

k-i 

mld)a bie ndd^jlnieWgere Jllaffe entlad», CCi.."]-«* fo fintet.man, ba: 
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B. 95ct ttnBebingter. StBitbtt^olhavfeit: 



S)a jebeS (SUment fo oft wtebn^foft »erben fann, aM man will , b. (|. fo 
oft ei bte iRIaffe erlaubt, fo bUbet ,jtc^ na4^ §. 4» btc ntebrigfie Sform, inbem mm 

aUe Stellen mit bem niebrigfien (SIemehte befegt. jDfe niebrigfle Sform Don C [< • • Sl 
ifi inx. ^at man, um eine ^orm in bte n&d)^^f)^tt in t>enoanbeIn, bie fpdiefh 
@UUt er^d^et, fo »irb. man, ba nad^ §• 4. Jbie fo{^enben ®UUtn fo niebrig, M 
mialiA auegeffint werben mfiffen, aber ber 2(nna(me int §• 13. gemdfl, nie ein nie^ 
brigere& S(ement auf ein f)i^ere6 folgen barf 1 aSe nac^folgenben @teDen mit bemfel^ 
ben &^m^nt€ audf&den, mit meldf^em man erl^il^et l^at 2>amit alfo üb^tl^anpt 
eine @teHe er^dl^bar U^ttjoll, if! e9 nur n&t^ig, ba^ ti ein l^d^ereS 
Clement gebe, aI8 in i^r fte^^t ^üt man j* !B. aui ben Elementen 1234 
eine Sorni 133 gebilbet, fo wirb bie nddS^fil^i^ere jform 134 fepn, weil bie 3te 
(SteDe bie ff)dtefie war, bie eine (Sr^fi^ung ertrug; bie barauf folgenbe tjl 144, 
wooon^bie ndi^|i^(()ere 222 iff. ' 



s 



3, SB. 






- -5 


« 




C[i..4] 


=: Ml, 


na, 113, 114 


9 

t 


122, 


133, 124, 133 


V 


^34» 


144, 2;22, 223 




224, 


333' 334, 244 




333 f 


384» 344» 444 


Serner : 




• 


4 


r 


t 


C[i--5] 


si IUI, 


III2, 111(3, m4 


» 


. "i5f 


1122, 1123, 1124 




»135» 


II33' H34f i«35 



X 
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SiafiUl 



1144 
1323 

"34 

"55 

1344 

1445 
3333 

8334 
8355 

8344 
3445 
3334 
3355 
3555 
4555 



«45» X»55 

1334» 1835 



1335 
1333 
1345 
1455 

8334 
8335 

8333 

3345 

8455 
3335 
3444 
4444 

5555 



1344 
1334 

1355 
1555 
' .3335 
3344 

8334 
8355 
8555 
3344 

3445 
4445 



133» 

1333 
1345 

1335 
1444 

3333 
3333 

8345 

8335 
3444 
3333 
3345 
3455 
4455 



•• 



Jfernet : 

. 4 

C[t,2] = Hilf XII3, II23| 1223 ^ 2222» 

ff 

z 

CU-5] = if «» 3^ 4# 5- • 

C[0 = min. 
iitft man ^e Somen, bie ani it^tUntn dementen gei^tlbet t^erben (6nnen, 

tüdroittig ober bre^ rnan lebe Sorm um, fo, baf bie (^fle StelTe jut er^en, 

biefe }ur i)bd)ftm n>trb , fo ^at man , wie bei ben Sombinattonen be^t>erbotenet Sie^ 

berl^otbarfeit, alle jene formen totebet^ in benen iebodj^ bie (Ston^nte ta ber umge« 

(ehrten Ctbnmtg erfcftetnen, b. ^. in benen nie mtf ein niebrigereS (SIement ein l^il^ered. 

folgt, fo, baß fte aui ben gegebenen Elementen, in umgrfe^rter JDrbnung ^inommen, 

gebilbet erf (feinen. -£ie|i man ballet bie Sformen: C[i*«n] t&thodrts, fo l[iat man 
k k 

C[n*.x] gelefen, ober umgefe^rt Stefl man r« C[<*«°] tüixoitt9, fo M tnan 
k 

G[a*/i].r gelefen, ober wmgefe^rfc 



$. 17. 



53 



Kccocti'tfnbc« ettfa^. rcn. 

Sie itiebrigße ^orm entl^dU nur erjle dUmmU, fc^neibet man bäs SCnfangö« 

SIement bavon ab, fo bleibt bte niebrigfie Sotm t)on benett &brtg,,welcbe ftcb aud 

benfelben dementen, jiir ndcbP^orber^ebenben Ätajfe bilben laffen, benn e§ jtnb 

aQe Stellen fo ntebrtg, ald mögticb befe^t. 2>tere niebrtgfie %oxm ber ^ anfdng^cib 

Sefoberten Alaffe erfi6b^te man nad^ tmb naä) baburd^, baß man a&e nad[ffolgenben 

CteKen fucceffiD fo b^c^ befe^te, bii (eine t>on ibnen mebr einer (^rbibung f<ibid' 

war, ebe man bie erfie @teQe angriff, um auify fte jur Sr^Sb^ng gu jieben. SDIan 

btlbete alfo, um bte erfte Orbnung ber gefoberten Alaffe }u erjeugen, aQe Sombi« 

nationSfömyn 3ur ndd^fhtiebrigeren .ftlaffe aud benfelben Elementen, inbem man jeber 

%otm berfetben ein niebrigfte^ (Slement Dorfe^te. Sarauf griff man aucb bie erfie 

GteOe an , befe^te fte mit einem ixotittn Elemente , inbem man alle folgenben mit . 

bemfelben (Elemente ausfällte, b* b* man bilbete nad^ §• 4. bie tiiebrigfie Sorm, 

«Deiche fid) du8 ben Elementen 2,3 ••« bei unbebingt gefiatteter SBieberbolbarfeit ber 

(SleminU }ur anfit^lic^^ gef(^erten klaffe erzeugen lief, 2)iefe Sorm erbdb^te.man 

nun nac^ unb nac^ , bis iur f)id)\tm , fo baß barauS ein Snbegriff aller Sombina^ 

tionSformen }ur gefoberten Xla^t ani benfelben Elementen, außer bem erlfen, ent^ 

ftanben* @ö wirb alfo bie gefoberte .Klaffe äu8 ixoti St^eilen befielen, nH)t>on ber 

crfle ber Snbegrif aDer 6ombination$formen au& benfelbet^ (Elementen }ur ndcbfinie^ 

brigeren Jtlaffe, benen fdmmtlid^ baS erffe Clement Dorgefe^t ifi, ber anb^ere ber 3n» 

begriff aller GombinationSformen iur gefoberten Xlaf[e felbfl , aber auö beti gegebenen 

dementen außer bei? erfiett fevn wirb , fo^ bal alfo allgemein iti 3ei(^ett au6gebr&dFt, 

folgenbe partielle SlecurftonSformel entfiebt: 
' k k-i k ^ 

k 

aSenbet man bie Siegel ber IDiScerption , welcbe fTe angiebt,t atff ben Z^eil C[3:*n] 
onifoijl: 

k • k-l k 



N. 






' 54 Qrfiev 'ilbfdfmtt. ^apitd IL . 

ferner : 

k k-i k 

loenn man biefe SSSert^e fubflitutrt, fo ftnbet man gundc^fi: 

k k-i k-i k-I k 

C[i-"] = i.C[i-n] + 2.C[3-"] + l3-C[3-n] + C[4--n]- ' 
^an »irbr wenn man immer ben jttftil, xotl^et bte kte Jtlaffe onjetgt, mieber bi<$ 
cerptrt, nacf^ r folcf^en Sertbeilungen auf: 

k-i k' 

r;C[r..n] + CCCrfO-n] 

gefommen f^n. 2>te Elemente , auS benen ftdf^ bte Alaffen bttben foQen, nehmen ^an 
%nia1)l bei ieber S)i$cerptton ab ; tfi man enbltc^ itxt nUn 2>tdcerptton gefommen, 
ober i|l in obigem 2Cu8brucfe r = n, fo tfi et 

k-i k 

n.CM + C[o] 

im erflen jtf)^il ffnb n-i, im anbern n 6(emenfe n)egsenommen , n)oburdE^ ftdE^ ber 

k k-i 

äweitc SE^eil in C[o] tjerwanbelt, welcher atfo »eflfdfft. n.CM ifl ber lefete 

2:^e{( ber Stecurffon^formelr imb beutet nur eine Sorm an, toti^t baS ^dd^fle dlti 
ment , u, kmal entbcilt. ®ie XotalrecurftonSformel iß a(fo : 

k k-l k-l k-I k-I 

k-I 
♦ l+n.C[u]- 

3- 85. 

4 5 3 3 

. C[i-3] = i.C[i.-3] + 2.C[2--3] + 3.C[3] 



# 

3 
I*C[l**3l = I.III; IA12, 1.113, ^'^^^ 

I.I231 I.I33, I,222, 1323 

1.233, 1.333 

5 
+ 2.C[2..3] = 3.222, 2,223, «•233' ».333 
• f • 

+ 3*C[3] = 3-333 



Semer : 



3 



C[i-.4] = i-C[i.-4]+3-C[2*.4] + 3-C[3^4] +4>C[4] 

i.C[t*«4] = i'ir, x.i2| 1.13, 1.14 

1.22, 1.23, 1.24, 1.33 

1-34» 144 

— l +2-C[3-4] = 2.22, 2.23, 2.24, 2.33 

2.34/ 2.44 
+ 3-C[3r4] = 3*33' 3^34' 3-44 
+ 4. C[4] = 4*44 

5 44 

C[I.2J = I-C[I,2] + 2.C[2] 

4 
I. C[if2] = I.Iiri, I.IJI2, I.II22, I,I222, 1.2222 

4 
2.C[2] = 2.2222 

Scriegt man aber Un Z^cil ter )>artiellen 9lecurftondClrme(: 

k k-i ik 

C[i.*n] = i.C[Jf.»"] + C[2..ii]f 

k-i 
xotl^etixi ndcdfhitebridere ^(affe enteilt, ober: i.Qli^.n], fo er^(t man juerf?: 



• ^ 



56 > erflet ^fd^ttt ««*»>ttd IL - 

k-I k-a k-i 

ferner ; ' 

k-2 k-3 k-2 

k k k-i k-a k-5 - 

' C[i ••«] = L[3-n] + i.C[3..a] + li.CC3..n] + iii. C[l**n] 

aSan gelangt nun, wenn man fortfd^re, iebtdmal ben Z^etl lieber }u abriegelt, toeU 
^n (Mi im Elementen t..n gcbilbet ift, na(^ r fo((^«n Sert^eihmdai'Ouf: 

k-(rtl) k-t 

tvenn i«- anbeutcn foO, ba^ bal erfle (SIement r mof »orgefegt toetben foO. 2)tefer. 
VuSbrud ge^et in: 

~i'-'C[a..n]+ i* 

aber, fobalb r=:k-i wirb, unb btefcö ift ber le^fe mögliche S^eil bet SIecur« 
fionSformel ; 

k k k-l ' k-9 k-r 

o 

3. 85. 

3 3 .a I o 

C[i •• 3] = C [3»3] + I. CCa»3] + H. CCa»33 4 ni. C. 

3 

C[ai33 = 399« 993, »33, 333 

•■IS 

+ i.C[«»3] « 1.99, i.»3, 1.33 

1 

+ "'€[9,3] S= «.9, II.3 



+ m.C = 



III 



^om ^uthMttttetu I. Som^tntiren an fid)^ 



V 



57 



^ ^ 



^ferner: 

3 4 3 « ' I o 

C[i..53 = C[3..5] + i.C[3"5l+«>-C[a..5]+>i'-C[a-.5]+>i"-C 



C[2..'53 = 



+ II.G[2..5] = 



/2223 
2233, 

2245» 
2335. 



/ 
\ 



V 



_ / + iC£2..53 =r 



2444' 
3333' 
3345' 
3455' 
4455' 

1.223, 
1-233, 

1-245. 

r-335 ' 
1-444' 

Il.22i 

"•33/ 
"•45. 



2223 

2234 
2255 
2344 
2445 
3334 
3355 
3555 
4555 



i.a23, 
1234, 

r.255' 
t.344' 
1-445. 

11.23, 
"•34» 
ii55' 



2224, 

2235' 

2333/ 
2345 f 
2455' 
3335' 
3444' 
4444' 
5555^ 

r.224, 

»•235 f 
1-333' 
'•345 ' 
»•455, 



2235 
3244 

2334 
2355 
»555 
3344 
3445 
4445 



r.225 
1.244 

I-334 
1-355 
»555- 



11.24, 11.25 
11.35, "-44 



4 I 
111.CC2..5] 



= 111.2, 111.3, 111.4, III.5. 



• . / 



{ iiii.C = "" 

^ttt man flatt t>er flcigcn^cn Vnorbnung ber Elemente Die faUenbe befotgt, 
b, ^. ^tu tdan taS ^öc^flc (Stemmt, a, aÜ ntcbrtgiied , bai erfle, i, M ^b^pi 
angcre^m, fo ^itU bie partieQe Slecurftondformel: 



8 



1 



' N 



5^ Qvfin ^f^fd^tt, Äapftrt IL 

I 

fc k-i kl 

||C[l..n]. = iXCi-n] + C[3-n] 

C[a..il =: n.CCn.^i] + C[(tt-i).»] 

M^abt, (»txffen f«tm matt biefe, bmd^ 0619« Älaffm^anbegriffe cm^tatttm gon 
nun wiebcr umfe^ren, tmb man ivitb bit anfiogltc^ angenommene %tofbnun^ wtebet 
ctbaKen , (§• i6) fo , baß man folgeube paxtklU StecurfüonSformcl ^c^ : 

k. k-i. k 

C[i..ti]= CCi..nln+ CCi-(n-01 

tMlc^rbim^ 9la(^fe^eit uon Elementen: (i6^ire Alaffen <^(ettet. 

:DtScer^irt man fte j/ebeSmal fo,. baf ber X^ctl, wel^ver btefe(be iHaffc, k, 

k k.r ftk* 

C[i.(n-I)].= C[i--(a-i)].(tt-i> 4- C[r..Cn-^] 

f«rnf t : 

k k-r k 

C[i..(n-3)] = C[l..(tt-2)].(tt-a) + CCl..(o-3)] 

otfo: 

k k-t k-p k-i 

k 

+ C[i..(n-3)t 

fBian wirb nad^ e jCi?cet))tionen- auf: 

k-i kl 

C[i..(n-r)](n-^r) 4. CCl..(n-(r+i»J: 

gefommen f^pn, SP aber r=n-i, fo iji Wefer ÄWbni* 

k-i k k-T 

= C[i].i + C[o] = CCO*r= 1^ 
tveld^er alfo ben (e^tm S^etT folgenber ZotcAwaxtfiontfomü aitjmac^en wirb: 



- \ 



fBpm Qoxnhmten^ L ^oxiMnittn an ^d^ 59 



k k-i - k-i k-i 

Clu-n] = Cli-.n] n + C[l-(u-i)Kti-^j) + C[i.* (a-2)](n-a).. . 

k-i k-i 

+ C[i*.(n-r),](u-r) ... C[i]*t 

3- 85- 

2 i 1 i 

C[i.-3] == C[r..3J-3 + C[i,3].3+ C[Or 

C[i-3]»3 = '-3^ a-3r 3-3 

I ' . 

+ C[t|3]«2 =5 ^2, 2.2 

+ CEU.i =11 

Sern« : 

3 « a a a 
C£i..4]= C[i..4]-4 + C[c..3].3 + CCr,2].3 + CC»]-! 

CCf..4]«4 = (»1-4' 12-4» i3-4f i4'4 

23.4, 23.4, 24.4, 33.4 

344 1 44'4 



/" 



+ C[i-3I.3= j"-3' "-3^ ^3 3' 22.3 

<a3-3r 33-3 

+ C[l/2],2 = 11.2/ 12,2, 22.2 



+ C[l]* I == II.I 

jQiiitJflpixt man nun aber feen 2(etl ber )>artteaen 9tecurftonSformet : 



k k-z k 



k-i 

»el4)et bie nddS^jinieWflete Älaffe tntUlt, CCi.."]-«^ fo finbct man, ba; 



fiO Srftct mfd^nttt. Äa^jitcl II. 

k-i It-2 k-i 

■ 

fttntxt 

k k k-i k-2 , k-3 

^an mtrb, mit ber 2)i$cerpt{on fortfo^renb» etibltc^ jtr 
getommm fevit/ nteUEKr VuSbnnf ftc^ in;: 

C[f..(n-i)]i^" + C[i. .«]"'' 

i9tmanbe(t, wtm man f[b v bnt SBert^ k-i fiibfütuirt. ^{efcr It^tf 2(et(, 

o / . • . 

C[i«*n]*n^ famt nun ntd^t femir jertf^eitt wcrbm, unb man mirb ba^r folgettbe 
SlotoIrecurftonöfDrmel dabea: 

k k k-I k-r 

C[i..n] = C[i-(ft-l)J + Cli-.(n-0]u..» + C[i...(fi-l)]n' ... 

+ CCL-Ca-i)]!!*" 
3. »• 

2 » X O 

C[i:.3]= C[i,2] + C[i/2].3 + C.33 

C[i^..a3 =^ II; i2> 22 
I 

o 

+ C[r..»].33 =r 33; 



\ 



N 



?5^out (5om6tmrc».v I. <Joiu6iniicett <in iidy ' Gi 

!I.n»j:. ■ . 

C[i..4l = C[t..3l+ Cti..3].4 + C[i..3]44 + C.444 

Cti..3l = ("if »i»# iij, laar 

Iß3» 133» 223, 823 

«33, 33J ■ 



» 



+ CEi..'3]* = Jri.4» ia.4^ «3-4. tn.^ 

W*f 3*4 

»_^ '■ ■ , ' 

.+ C[t..3]44 = 1.44/ ««44» 3i.44- 

+ C[f..3]444 = 4^ 
3fu« btr arfptfingli4>«n parttetten «ecurjtojrtfonnel : ' 

C[r..ni|= C[i..nlB + C[r..(ii-i)] 
folgt: 

CEr..(n-i)] = C[i..ii] — C[t..u}n 
ober, wen« man flatt n be« SBert^ n+r f<gt, 
-. . fe k k_r 

r) Gti. . i»il: = C[i..(n+ 1)1 — C[i.4ii + i)](n + i) 
ferner r 



t. ^• 



. , \ It-r , .' . i, • k. 

C[i..n]n'= C[l..n] — C[i..(o-r)l 

k k 

n* 

ober,, »cnn matr fbx k. \>m SBerf^. k-f i fubfUäiirt : .' 

2) rrr.»i~ Cc^.-"]-Cci..(n-i)i 



iV2 QxHcv "Hiii^rtxtU Kapitel IL 

S)igcer))trt matt ben ZUH t^r erßen S^rntel, toelc^er bte um i ntebtrtflete Jtla^ 
barftcUt, fo ^at moit: 

k-I k-I k-2 

C(l-.(ntl)](«tO = C[l.-(«t*)](»tO — C[i-.(n + 2)3(iitl)(nt2) 

ferner: 

k.2 i-2 k-3 

C[x..(nt2)3(ntO("t-') = C[l-.(nt3)](w+0(nt2) — Ci..(nt3)3(n+i)(n+2)(nt3) 

alfo jiierjl: 
k k k-I k-a 

C[i-^n]= C[«-(nti)] — C[i-(nt2)]("ti)+ C[i.'^(a+3)](nti)(iita) 

k-3 

- C.[i-.(at3)](n + 0(nt2)(nf 3)- 

3n ber 3ertl()^i(iing fortfaf)renb , »trb man na^ rmali^et iDtScerption mtf ben 
2(uSbcu(f: 

k k l-i k-r 

C[i..n3 = C[i.-(utO] - C[i..(ui2)](nii) + ... + (-l/C[r..(ntrti)](nti). 

k-(rtT) 

(11 + r) + (-!/■'■' L[l..(ntrt03(nti)..(iitrti) 

gcfommm fepm SiU Scrtl^eilung ()6rt auf, raigli^ ja fepii, fobalb r=zk-i i% 
bcttn a(^batttt ftnb bie beibeit le^teti Sb^ile: 

1 o 

(-i)''"C[i..(ntk)](nti)..(nik-i)+ <-l)'^C[i..(ntk)](nti)...(nfk) 

1 

= (-i)^''Cli..(a + k)](nti).^(ntk.i) + (- i)^(ati)(at2)...(nik) 

SRan f)at atfo folgettbe STotaUecurftonöformel : 

k k k-h 

C[r..n] = C{i..(nti)3 — ••. + (-i)^Ci:i.*(nth-i)](nf i), . (nf h)... 

o 

+ (-i)^C[i.-(atk)30iti)--Cn+k)' 

S^iöcerpirt matt aber Un atibent 2^« jener particaen StecurffonSformel, fo tt^Üt 
man: 



C[l-(«+OI = C[i-(" + 2).]- C[n..(n + 2)lCii + 2) 

fftner:. 

k k k-r 

C[r.*(ü + 2)]= C[t-CnHr3)I- Qi-^C« +3)I(n-i^3) 

ä. f. f«. 9ffan mtrb dfo juerfl: 

k k-i ik-r 

CCi.-nl = - C[t.^Cnf i)J(ntl>- C[i.-(ata)](n|2) ^ 

k-* k 

- C[i-.Cnf3)](«f3) + CEi-(nt3)l 
Mnb Mgmm m^ r-i ©iScerjrtioncn bttt TCniitni: 

k k-i k-i 

C[i-nl=— C[r..(irti)](iitl) — CEi--(üt2)](!rt2) — .,. 

k-i k 

jDie Jtlaffe bleibt immer btefelbe, wdl^enb bie 2(tTjab'I bet (SUmmie, worauf 
fi(^ icne Sttbegriffe erieugen foKen, immer größer tt^trb; man Eonn a(fo bd forh 
gefeiter S^iScerption nie auf 2Cu6brä(fe flößen, n^elc^e Unmiglicbe^ fobern , unb man 
wirb baber f&r ein beliebiges' r folgenbe adgemeit^e SSejiebnng baben : 

k k k-i k-i 

C[i-nl= C[i-(nir)] — C[i--fnti)](ni !)•.• — C[x . .OitlO](n|h)... 

k - 1 

- CCr..(QtiOK»t«) 
ober:: 

K . k L-i 

C[i.-nl= CCi^-Oifi)] - C[i.-(n + r)]{nfr) _ ..- 
k-i k-i 

- C[i-(ati-li)](n + r-h)... - C[r..(nti)](ii-i-i) 

CübfKtuitt man ffic n ben SSBerl]^ o, fo gebet eine bekannte SSejiebung oitS biefer 
Formel. b^rt)or,. benn alöbann ifl; 

l k k-i k.r k-i 

Qo] = C[i-r] -CCl.-r]r- C[i..(i-i)](r-i>... - CCMi-IOX^'-h)... 

k-i 



(>4 



Qtficx ?rbf(bnitU Äa^^itcl IL 



t». h 



li-i 



k-i 



k-i 



k*i 



Unterwirft man Die jwcite au« b« urf^runglic^en »jartwtten 9Iecurfioti«fOKmeI 
bevoorqegangene ©cjic^ng : 



,^, , C[i..u]- C[i..(a-i)] 



n 



einer ferneren DtScerptioa, inbem man jnerff Uicimal ben ZW ieriegt» jtt beffen 
erjeugung bie um i nlebrigere Änja^^l üon dementen ben Stoff j^gieftt; |#^ tr^lt 

man, ba 

kt2 kfa 






n-i 



kt2 kt2 

• k \K[ C[i-.<n-i)] - Ctf./(a.3)l 
I^Lu.iij — * (11- 1) 



11 



kt« J^ta ' ^t« 



ij(u-ij 



gerner ijl: 



^t3 «tts 



a-3 



fOlfilt* : 



kfl 



Vf2 



Q,_„i _ Gti-n](n-l)— C[i-(a-i)3 + 



US kt3 

C[i.(a-a)]- Ctl..{n-3)] 

* 

(n-a) i 



n.(n-i) 
kfi kt2 ktS ktS 

-. C[t>>n3(n-i)(n-2) - C[r.> (n- i)](ii-2) + C[i.>(n-2)] - CEMn-3)] 

u.(n-£).(ii- 2) 



E. 



F" . 



l 



o. 



II 



'— 1 Cm 






o 



CA) 



s 
1 



3 



«•«&«.«»)«.. 16.^^^.. • 



• • 
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Söom (Somhiniten. L (Sombiniven an fidb» 67 

■ 
»• r r-I r-h 

Cfi-.n] = C[i..(n-i)] + C[^..<n-0]u-.. + C[i.. (n- i)]n'' ... 

I o 

+ C[i.-(n-i)3""' + C[r..(n-i;]n' 



C. »33ct Bcbingtct 9BtcberI^of6arfctt. 

3nt)e|)cnt)ente< SJerfo^ren. 

©ic niebrigflc gorm bilbct ftd^ nadf^ §. 4. , inbem mm cUe ©tetten t)on ber 
erjien an-mit niebrigjlen SUmenfen bcfcfet, fo weit fie ncmlidE) xciö)Qn, bic übrigen 
aber, wenn fie öor^anben finb, mit ben 2ten, fo oft man barf; b. f;. fo oft ba6 
jweite (SIcment wieberldolt werben tarn, imb, foUten nocj^ ©teilen ju befefeen fepn, 
fic mit ben britten (Slemeuten auSfuHt u. f. w- @o ip j. S. bie niebrigfle gorm t>on 

5 6 

C [112223], = ^1223, bie niebrigjle t?on C[i 123344], = 1 12334 lu f. tt>. 

^at man, um eine gorm in bie niäf^^i^cxt ju ocrroanbeln, bie fpdtefl erl^öb- 
bore. ©teile aufgefiicbt , in fie ia^ ndd^flbö^^re Glemcnt jjefefet unb will nun bic fol.- 
genben ©teilen fo niebrig al§ m6glid[^ ausfüllen, (§. 4.) fo wirb man, tamit fein 
niebrigereS Clement auf ein ^6^ered folge, (§. 13.) bie ndd^ftfolgenben ©teilen mit 
temfelben (Elemente befe^en, womit man er^6()et ^at, fo lange man bie bebingte 
Sßieber^otbarfeit ntc^t toerle^t, bie ctxoa noc^ nac^folgenben mit bem n<i(|?fi^ö^eren 
auSf&llen, fo lange eö ndmlicb wieberbolbar tjl u. f. w. ^amit alfo allgemein eine 
Stelle erl!)6bbar feipn foll, mu^ man nid)t allein ein ^ö^ered (Slement, al^ ba6, wel^ 
4)eS in tbr flebt, in feiner ®ewalt b^ben, fonbern ed muffen auperbem noc^ fo mc( 
ntc^t niebrigere Elemente t)or(ianben fe^n, als \i^ ©teilen l^inter ber 5U erll^öb^nbcn 
t)orftnben« 

©ucbt man alfo bei einer ^oxm naö) biefer {Regel bie fpdtefl erb^bbare ©feile 
aufr eri^5bet fie fo wenig a(ö miglidS^ unb befe^t bie nac()folgenben ©teilen nad^ obiger 
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fBotf^tlft, fo »örb man bf« n&d)ftWm gotm afcfleleitet j^abett/ unb fcutc^ fortgeWte 
Operation iebe gefobirte Äloffe crjeugen fönnen. 
3. ». 



Ü 



C[i»i»3»3»3] = II» 13, 13, 33, 33 

3 
C [1.3,2,2,3,4.] = 122, 133, 124, 134 

223, 323, 224, 234 

C[i»i,3 4.5.5] = «134» 1135. 1145» "55 • ' 

I345r 1355» 1455. 3455 
3 

C [1,1,1.2,3,3.4,4,4,51 = III, 112, 113, 114 

115, 122, 123, 124 

125, 134, 135. 144 
145, 223, 224, 335 

334. 335, 344, «45 

344. 345. 444. 445- 

§. 19. 

SBfirbc matt t>ott ber niebtigften Sform baS XnfangdsSlement afrfcbneiben, fo I^Aimt 
man bie ntebdgfte Sorm, welche ftcb jur nddS^fl nicbrigeren Jtlaffe auS benfelbm 6te^ 
inenten, t^on benen aber bad erfle um einmal weniger wieberbolt werben bärfte, aM 
cS anfdngticf^ gemattet war, erjeugen (dßt. Xde ©teQen außer ber erften noi^ unb 
noc^ erl(^ib^nb, bis fte fo (odS^ atö möglidS^ befegt waren, brad[^te man bie erfle jDrb- 
nung ju ®tanbe, barauf erbi^ete man, um bie niebrigffe Sorm ber ^weiten Iprbmmg 
)u befommen, bie erfie @te(Ie m\ einem ^weiten Gtemente, unb ffiOte bie Abrigeit 
fo niebrig alö mSglicb ^yx^^ woburdS^ bie niebrigfie Sorm l^ert)orging ^ welcfie ftd^ au0 
ben anfdnglidj^ gegebenen Gfementen außer bem erffen bilben ließ, ^iefe Sform erl^i^ 
l^ete man nun fucceffio bi< aur b^ß^n, worauf ber Snbegrif aKer 6ombination8> 
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fionucti sttr ottfdtigltd^ gefoberten JKaffe auS ben gegebenm SUmenteit auf er bem 
erfifn (eroorgingen. !Ran "fyat alfo aagemefn: 

k k-i k 

eine partielle 9ieuir{ton6formel, welche man iuv^ S>iBcttptim in eine totale Denoan^ 
beln (ann; bie Xn^brficfe werben jeboc^ fe^r toeitlduftg nntf gemdll^ren nic^t einmal 
mäßigen ^In^m in ber 2(nal9ftS , xo^i^alb toit bie Operation ()ier^ nidE)t n^eiter be? 
tracliten wollen. 

D. ^öon ber tnbepenbenten ^arfleffung elnjernct: Drbnungen ber Soiu^ 

binationdffaffen* 

■ V 

S- 20. 

i^nx^ bie Slecurfiondformeln wirb man nun audf^ fogleidS^ <kuf eine inbepen- 
bente Siegel )ur (Srgeugung einjelner JDrbnungen Qüeitct, b. b* beS Snbegrip ber 
formen einer klaffe, welcbe baffelbe 2(nfang9s6lement b^ben, ia, eS wirb ftc^ ba^ 
burd^ aud^ eine inbepenbente Sorfcfirift ftnben laJTen, t»erm6ge beren man aDe bie 
Sormen einer klaffe erjeugen fann, welche baffelbe 6i}b^ Stemmt beftgen. 

2>ie Kombinationen bei ))erbotener SBieber^olbarteit ber Elemente fö^rten auf 
bie 9lecur{ton§formel: 

k k-i k-l k-i 

k 
+ (ii-kfi)C[(n-tt2)..n] 
k-i 

wo attgemein r* C'[(r+i.)-nL »eil e» ber einjige Snbegriff ber gformen i% 

welche icA rte Clement in ber erften Stelle f(t(>ren (innen, bie rte Orbnung bebeutet. 

k-i 

S>a man alfo im ©tanbe tfl, C [(a'+i)-«! inbepenbent ju erzeugen, fo wirb 

man, tnbem man allen jenen formen baS rte Clement t>orfe6t, bie rte Orbnung 

inbepenbent barßeOen f6nnen, wetc^^ed wir fr&^er nur auf bem SSege ber 9iecurfton 

tl^un (onnten* 
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DiSccrj)rrt matt ben ail^eil bcr erfJcn %^mtl, mld)tt bie um i itiebriflefe Stia^t 
barflcüt, fo f)at man: 

k-l k-I i-2 

C(l-.(nt03(»tO = C[l--(nt*)]("tO — C[i..(n+2)3(ntl)(nta) 
ferner: 

k.2 i-2 k-3 

C[i.*(nt2)3(ntO(nt-0 = C[i..(flt3)](«+0(nt2) - Cx-.("t3)3(n+0(n+2Xnt3) 
ölfo juerjl: 

k k k-i k-Ä 

C[r-^n]= C[i-(ntO] - Cli-(n+2)Kati)+ C[i "(at3)](nti)(nta) 

k.3 

Stt bw 3ertlf)^itan9 fortfaf^rcnb , »irb man na^ rmaliflet ©i«cerption <mf ben 
ÄuSbttitf : 

k k l-i k-r 

C[i..n3 = C[l.^(n+i)] — C[i..(u-l-2)Knii) + ... + (-l/CCr-(nfrti)](nti)^ 

k-(rtl) 
(iitr> + (-!/■'■' L[i..(ntifO](nii).-Cntrtl) 

gcFommcn fepm 2)ie Scrtl^eilimg t)ixtoiuf, mb^liöt in fevn, fobalb r = k-i i% 
bcttn aßbonn finb bie beiben legten 2beile: ^ ' 

1 o 

(-l)''"'C[i..(ntJ.)](ofi)..(ntlL-i)+<-i)^C[i..(nfk)](nt,)...(ofk) 

i 

= (-i)^''Cli..(atk)](nti)-.(ntk.i) + (- i)^(ati)(at2)...(nik) 
SRan t)at olfo folgenbe STotatrecurftonöformel : 

k k k-h 

C[r.."] = Cu..(nii)3 — ... + (-l)^Ci:i-(nth-i)](uti)-(ntlO-. 

+ (-i)^C[i..(ntt)3(nti)..Cntt)-' 

2)tdcerptrt man aber b^n anbem 2^ü jener partiellen Stecurfton^form^f , fo tt^Üt 
man: 



k ' M . k-r 

C[i-(« + OI = C[r..(ii+2)J- C[iv..(n+2)I(ii+2> 
finmer:. 

k k k-r 

C[r.*(b+2)]= C[t-Cn+3)1- Qi-^C« +3)I(n + 3> 

k k-i ik-r 

CCi.-nl = - C[t>-Cnf i)J(nt l> - C[i.-(ata)T(n4.2)'^ 

k-* k 

- C[i.-Cnf3)](«t3) + CEi-Cnt3)l 

k k-i k-i 

C[l-"I= — C[lv.(rrti)](iitl)'— CEl-(tit2)](tft2);— ... 

k-i k 

' - CCi..(«tiO](»tiO + C[i-.Cntr)r 

S>it klaffe bleibt immer biefclbe , w%enb bie 2(tTjab1 ter dlm^nie, xooxau^ 
fi6) ietje Sttbegriffe crjeugen foDen, immer größer wirb; mm iann affo Ui fort- 
gefeiter £tiScen)tiou nie auf ZuSixüde flößen, tpelcbe Unmiglicbe^ fi)bern, unb man " 
wirb ba^er fiir ein beliebige»^ r folgenbe adgemeit^e SSejiebung baben :* 

k k k.-i k-i 

C[i-nl= C[i-(nir)] - C[i..fnti.)](ni i)... — C[i • .ftitli)](nth).. 

k-i 

- CCr..(atr)Knt«) 

ober:: 

E . k fc-i 

C[l..nT= C[l--(ntr)] - C['..(ntr)](n tr>_ ... 
k-i k--! 

- C[i-(ati'-hX](n + r-h)\.» - C[i..(nti)](ii fO 

Oibffituitt mmt f&c n ben. SSBerl]^ o> fo gebet eine Utanntc S3ejiebung cutS biefer - 

fiformei b^rt)ot,. benn aUbann ifl: 

t k k-i tk.r K-I 

k-i 
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IL S3om @ombtniren }u befiimmten ®nmmett^ 

A. SSon bev fPHbung etnjelnet klaffen ^u t^orgcfd^rtefecncn @utnm«tü 

§• 21- 

tBcn brn 6ombtnattonen ^n Ufimmttn 0ummeii im xagemetnem 

^ai man au$ gegebnen Slemritten (SombinaHenSfctmen )u trgenb einer Jtlaffe 
gebilbet, gleic^Diet, bei n>el(ber txH'gefcl^rtebenen SSBieberboIbarfett, fo xoitb iebe Sonn; 
wenn man bte SJangjablen aller in i^x ent(ia(tenfn Elemente iufatnmenabbtit, eine 
gen^tffe ®ummt barbteten, unb man fann bie Sormen ber gangen Jttaffe na^ btefcn 
©ummen orbnen, ' 

2)te ntebngfle Sombmattondform »trb, tpeti t^re.fuccefftoen Stellen fo ni^ 
befe^t ffnb, wie eö bei teincr anbern Sorm flatt finbet, bte mebrigffe 6ummt bor^ 
bieten, xoi^ttnb bte b^j^e auS bem ®runbe ber })i^^m &nmmef xotiäft bie iUojfe 
unb bie ^(njabl ber 6(emente erlaubt, angehören wirb. Unter ben fibrigen Sf^rmm' 
f5nnen aber, wie man ba(b febcn wirb, mel;rere fe^n, weld^en biefelbe Ginrnnc 
jut6mmt. 

3. 83. bei 

3 

C[i--3] = 11^' "2, 113, 122 

123, 133, 222, 223 

233, 333 
bat III bie niebrtgfle, 333 bie b^ße @umme, hingegen bie Sormen 113,- i^9| 
fowie 123, 222, ferner 133, 223, b^ben biefelben (Summen. 

83ei ben frfibern jDyerationen l^aben wir bie Elemente, beren Snbicetf o ober 
negati))e BabUn ftnb, nicbt befonberd betracbtet, benn, ba wir nur bie So Ige bef 
Elemente ind 2(uge faßten, fo war ed ganj gleicbgfilttg, ob wir, inbem wir f!e ^^U 
ten, um iebem ber gegebenen Elemente bie 3abt, welcbe fte babei traf, oU Stong 
anjuweifen, bei einer negati))en 3dbl anfangenb, burcb immer Heinere negatit»e 3a^^ 
len fortjdblten unb barauf, nacbbem wir bei o angefommen waren, in |)ofttit>eti 3ab< 
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r-h 



C[i..n] = C[i-(n-i)] + C[r...(n-i)]tt.^, + C[c-(n-i)]ii''.,. 

I o 

+ C[i.*(n-i)3ii'"' + C[r-(n-i;]n' 



C. aJct .fecbingtcr SBicberl^olbattciU 

2)ie ntebrigfie Sorm bilbet fi^ mt^ §. 4., inbem man oKe @tellett \>on ber 
erßen an -mit ntebrtgflen Elementen befegt 1 fo n^eit fle nemltdE) reid(^en, bie übrigen 
aber, wenn fie üorlfianben ftnb, mit ben 2ien, fo oft man barf, b. f). fo oft ba§ 
jtt>eite SIcment n)teberl^o(t werben fann/ nnb, foDten noc|^ ©teilen gu befegen fepn, 
ftc mit ben britten Elementen auffüllt u. f. w* ®o if! j. 83. bie niebrigjie ^orm \>on 

5 6 

C [112223], = ^1323, bie niebrigfte tjon C[i 123344], = 1 12334 lu f. w. 

4>(it man, um eine Sorm in bie ti&d)^^bf)cx^ ju t)crn)anbeln, bie fv^dtefl erl^öb- 
fcare. ©teile aufgefucl^t, in fie ba§ ndd^ji^ö^ere Slement ö^KÖ^ ^^"^ ^^^ """ ^^^ f^l- 
genben "©teilen fo niebrig alö möfllic^ ausfüllen, (§. 4.) fo wirb man, bamit fein 
niebrigereö Clement auf ein ^6^er^d folge, (§. 13.) bie ndcf^fifolgenben ©teilen mit 
bemfelben Elemente befegen, womit man tr^ö^et ^at, fo lange man bie bebingte 
SEBieber^olbarf eit nid^t verlegt, bie ittoa noc^ na(^folgenben mit bem nicbfib^^^eren' 
ou^ffiUen, fo lange ed ndm(i4» wieberl^olbar tfl u. f. w. £amit alfo allgemein eine 
©teile erbibbar fepn foO, mu^ man nicbt aDein ein f)b^zxe^ Clement, atö baß, wel^ 
(f^ed in ibr ftebt , in feiner Gewalt baben , fonbern e6 muffen außerbem noc^ fo t>ie( 
nii^i niebrtgere Slemetfte t>or]^anben fepn, ali fi4^ ©teilen hinter ber )u erl^6benbcn 
Dorfinben» 

©udE)t man alfo bei einer S^orm.nad^ biefer Siegel bie fpdteft erb^bbare ©tirlle 
auf, er^ib^^ fi^ fo ^^nig oli mi^ti^ unb befegt bie nac()folgenben ©teilen nadi^ obiger 
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fiebetii mid)ti ffcf» untet ben gegebenen t>orfinbet, unb man ^at bemna<l^ btc nie? 

. bnafle gorm t)on ^C [1-4] = '34- «• f- »• 

S>a iebe 6telle , nacbbem man fte ftcb mit bem n&^^ffUfttm (Elemente Befe^t 
gebenft, fo« baß ftc^ bie folgenben mit fuccefftt) ffi^ttn (Elementen auöffiHen lajfen, 
unb baburcb bie gefoberte @umme erreidE^t wetben fann^ er^i^bar fepn muf , fo iß 
a leicbt, iebe Sorm in bie n&^ft\)h^M }u t>emanbeln* 9Ran fudE^t bie fp&ttft tu 
l^6l^6are Stelle auf, erhöbet fte fo wenig al8 m6glicbr unb befe^t bie nacbfolgmben 
Stellen mit ben fuccefTit) b^b^^n (Elementen fo, aI8 looHte man aM ben ju biefem 

■ 

Vuöfiiaen t)orbanbenen (Elementen bie niebrigfte Sorm gu ber ®iimme bilben, welcbe 
bie ber fcbon gefegten (Elemente }ur gefoberten Cummt ergdnjt (§• 4.). 2)tc Ie|tf 
®teSe fann a(fo niemals erb^bbar fepn. 

3n ber S^orm 1256 3. S3*, xoüd)t ber Summe 14 angebirt, n>irb bie wxk^U 
Stelle nicbt erb^b^t werben {innen, benn fegt man ein fedS^öteS (Element binetn, fi 
mü^U bie legte Stelle wenigftenS tin ftebenteS empfangen, weldE^eS aber bie gefoberfe 
. Summe übertrdfe. SBobI aber ift bie ixoeite Stelle erböbbar, berni fegt man bartn 
ein britteS (Element, fo tann man bie folgenben Stellen 1)b^tt auffüllen, bfine baf 
baimd) bie Summe Abertr offen wirb, 1346. 93on biefer wirb bie ndcbfib^bcre gorm 
3345 f^pn* Sn einer Sorm, in wetcber alle (Elemente fucceffto nacb cinanber folgen, 
fann feine SteQe erb^bbar fe^n, tenn eS maßten alle folgenben SteDen glci^falB 
^bf)zx befegt werben, woburcb bie gefoberte Stimme fiberf^ritten wfirbe. S^offelbe 
finbet audE» f{att, wenn mebrere Steffen hii gur legten mit (Elementen bef^t ftnbi 
welcbe im Stange fucceffio auf einanber folgen, ^at man nun irgenb'dne SteSfe 
erb6bet, bie folgenben mit fucceffit) f)b^txtn (Elementen befegt, unb ber legten Stelle 
ba9 (Element ertbeift, weld^ieS bie t>errangte Summe ergdnjt, fo wirb biefe legte 
SteEe meifienS febr in ber «^6be beS in ibr beflnblid^en (Zements i^bn ber" nd^l^ei 
brigeren abw^id^ien; al^bann fann man aber bie t>orIegte SteQe erb6ben, inbem man 
bdS legte b^b^^^ 6(ement um eine Sinbeit t>erringert. ^iefeS baueVt fo lange', bis 
bie legte Stelle entweber um eine ober um jwei (Einbeiten no^ ^tf)tt befegt ift a(& 
bie torlegte, benn im erflen SfaSe würbe, wenn bie, t)orIi?gte SteOe noc^ um z. et^ft^. 

■■ • •/ ■■■#■■ 

(>et,.alfff.bie legte .um i emiebrigt wirb, bief^ o/eb^igier feyn, oli jener »ej^dj^ef »ibes 
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bk Xma'fymt im $. i6. to&xt, im gtoeiten Sfaffe »firben betbe Stellen gleiche die» 
metite befommen, n>el4^e9 gegen bie Sorauifeftung ber verbotenen SBieber^oIbarfeit 
feyn »firbe« 

Sldc^'Wefm tnbe^enbenten Stegein bi(bet fd^ nmt leicht: 

3 ^ 

'^CU-6] =156,246, 345. 
■ 2 
^C\o..7} = 07, 16; 25, 34- 

"C'[o..9] = 039, 038, 047, 056 

■ ■ ■ • 

138» 137« 146, «36 

'345 

5, . 

'**C [t*.?] = 137» 136/ 145» 335. 

*C*[-fl.«8] SS —.008, —317, —336, —335 

—107, '—116, —135, —134 
* 015, 034, 133 

*C*[-3"9] = —3-249, —3-258, —3-267, — 3-I39k . 

—3-148, —3-157» —3039, —3038 

—3047' —3056, —3128, —3137 

. -^3146» —3236» —3245» —3-129 

—ä-138» —3-147, — 3-X56, —3019 , 

— 2037, —2046, —3137 

—2145, —3335, — 1018 
--I036, —1045» —1136 
—1234, 0135, 0134 



T' 


— 3Ö38» 


• ff 


—3136, 




— 10317, 


1,1 . !■ ■ P 


—"35» 


5 -S.---'.- 


... 


^eii.i 


= ,134 



^C[i..], ßCCi..]» "C[i...4]» '"CU-S], '*C[i..5] «. f. w- ffn^ 
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§. 23. ' 

Stttutxitenhit fS 9 t f a^ V t tu 

SBenn man in ber niebrtgflen Sorm baS erfie (Element obfc^iifjbet i fo mrb 

man eine Sorm ber ndc^fhitcbrtgeren Jtlaffe erholten, welche einer Summe «ngel^drt,. 

bie um fo t>ie[ niebrtgcr ifl, aU bte anfinQüöfe, OS baS etfle Clement Stn^ten fe 

fi(|^ begreift, unb aud benfelben Elementen auf er bem niebrigjlen gebilbet {ji; ba ober 

in ii)t aOe SteUen fo niebrig aK~ mdglic^ befe^t ftnb, fo toirb man an^ in biefcf 

Sorm bie niebriglte Igiaben, toeld^e ftc^ anS lenen (Elementen gu biefer Alaffe mi 

Summe bilben Idßt. 9Ran erl(|6^ete nun bie niebrigffe Sorm nac^ unb no«^, tnbm 

man aOe folgenben ®UUtn fucceffit) fo f)odf befegte, al$ eS migltc^ toar, e^e man 

bie erfle gur 6rf)6f)ung jog, b. b* man hilUU, um bie niebrigfie IDrbnung ju er^ 

ten I alle formen ber ndcbfiniebrigeren Straffe , aui ben gegebenen (Elementm, ottfer 

bem erfien, ju einer Summe, i(oel4).e ber anf(Sngli(|ien weniger fo t>iel (Einheiten, oU 

baS niebrigfie QUmmt in fidj^ begreift, gletd^ iß, unb fegte biefen formen Unä mV 

k ^ 

brigfle (Slement t>or. SBirb alfo ''C'Cqii*.] t^erlangt, too g unb n pofitii» ober ne: 

gatit) fepn Wnnen, fo ijl bie niebrigjfe ßrbnung = "■,^C'[(q+ !)••]• . 

Sflac^bem nun aHe folgcnben ©tellett fo ^odf als mJgßc^ befefet »oren, b. ^ 
nadS)bem bie niebrigfie ßrbnung üottfldnbig gebilbet xoaxi er^i^ete man bte ierfte 
eteOe, tnbem man i^r bad ndc^ff^ö^ere (Slement ert^etlte, unb befegte aUt folgenben 
SteQen fo niebrig ali migltc^ , b. 1^. man leitete , tnbem man bte mebrtgffe {form ber ' 
nic^ß^fil^eren SDrbnung bi(bete, bie niebrigfie $onn ai, bte ftc^, au( ienen Slementen 
au{ier bem niebrigfien, jur anf<tnglt(|^ gefoberten ®vmme unb Jtlaffe ertrugen Kef» 
SDiefe %oxm er^6^ete man nun nacf^ unb nad^, bii aUe Steaett misfi^fl l^oc^ befegt 
»aren, b* b* wan bilbete ben äftbegriff aller fjormen jur gefoberten Summe unb 
jtlaffe au« ben gegebenen erementen, t>on benen aber ba« niebrigfie »eggenomwett 

k k i ■ ^ \ 

n>ar- »er imite Snbegriff \>on "C[q-] tfl mithin = "Cl(q + i).V], imb 

man l^at alfo folgenbe yartteOe 9{ecurfton«formeI: 

k k-i k '■ ' • ^ 

"C'[q..] = »-^^c [(qtl)-] + ""G^Cqftyi.l • M - 
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»»Wli>trt memm^ biefer SRegel ben iweiteti Z^tit, "C'[(q+i)..]» fo ip 

■C[(q+0..l= "■SUi^C'[(q+3)..]:+ -Cc(q+a)..] 

0ent(r: 

•"C[(q+«)..] = -araj.C^Cq+s)..] + "C[(q+3)..] 
+ "^"ättCcCq+s)-] + "C[(q+3)-] 

statt loitb aDgemein bei ber htcn S)töcer))tion auf 

k-l k 

StB.CcCq+ii+i)..] + ^C[(q+h+0..] 

^ifommtn U^tif iS foO unterfuc^t toerben, tote groß h ^öciflcnd fe9n barf, [ober, 
tDte toeit man bfe £t6cer))tton fortfegen muf , um bte üoQfidnbtge {Recurftondformel 
}n et^altem S>er Summen? (Exponent nimmt immer mel^r unb mel^r ab, nxl^renb 
bfe (Elemente immer ffi^cx unb ^6(ier n)erben, man mu^ alfo enblicb ba^in gelangen, 
baf bie ntebrigfien S(emente, an 3af)l fo \>Ul, ali ber JUaffen ^ (Sri)onent anjeigt, 
8t6fier finb, M bie ®umme, in weld^em ^aUt ber XuSbruc! Unmigli(|^e8 fobert* 
jDie Cummt ber (S(emente : 

(q+h + l), (q+h + 2); .•• (q + h+(k.l)) 

tarf nidjft grifer fe9n, ats n-(q-|-h). X>a nun bie @umme jener (S(emente, n>ie 
«I« ber elementar ^Ärttbmetif befannt, == (q+h)^(k-i) + J^^^ fo barf 

W jener »ecur|ion8former (q+h).(k.i) + '^^■^^ n{*t grJfer fepn, [M 
n-(q + h), toorauS burc^ eine f leine Umformung flar ifl, baß h ni(|it gr6ßer, alS 

f- — ^ -q fcvn fearf. 

8tan Ut alfo folgenbe 9Ie€ur{ton8formel; 



n- 



k k-1 k-l 

"C[q..] = "-^.Cccq+o..] + ""ärr).C^[('»+»>-i- 

"-ßltä.c'cCq+h+i)..]..» 

wobei man bai U^tt ©lieb m^ obiger SSebingung in iebem ®))ecialfalle iefKmmnu j 
fann. 3. 85» 



f 



\ / ^ 2 

10 
o 



'C'[i.'] = 0.19, o.a8» 0.37, 0.46 



, — ^ + i!C[3..] = 1.37» i'86, 1.45 

+ S.Cö..] = 2.35 

Serner : 



I « 



J* 



5 
6 



CC-a.J = .1C[-I..] + .i!C[0-.] + o!C[r*0 +: i!C(»-] : 



-2 



IC [-!•.] = -2.-i9f -ao8f -2i7r -226, -2-35. 



-i!C[o.*] = -1.07, -i^i6; -1.25, -1.34 



6 
o 



!C[i.-] = o,i6, 0.24 

jDurd^ S^iScetption bed anbem Zb^iU ber pattitUm 9lecurfton<fotme( m'cb num. 
auf t>enot(!eltete Hu^bxixit gerat^en, befonberd m64)te bte SSeffimmung beS leiten 
@(tebed ber barauS entffe^enben XotalrecurftonSformel, welche in ber SlitailyffS 
too^l nic^t lefdj^t gefobert werben bfirfte, unb jur recurrirenben jDarßeOimg ber 
Sonnen felbfi au com))Itdrt tfl, für bie meiflen meiner 8efer ju fc^toiYrig feyn, att 
baf fte f)\€x einen D(a|.ftnben foQte« Zai htt @(ieb biefer 8tecurfiott8forme( ift ber 
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Snbedtiff üOcr SömbmatJonJfomcn jur JWoffe k-h unb Summe n-fhq + ^^^^M 

au« b<n eiemcntcn (q+h+i)^ (q+h + 4)..*r benen bfe (Elemente q, (q+i), ... 
(q+h-i) Dorgefc^t jTnb* 

2. 58ct unbcbingtct SBtcbcrl^otbatfctt* 

Siibepenbcntc« fßctfayttn. 

2)ie niebrigjle ^orm bilbet ftcb natfirlicb baburd^, baß man aUt ®UUtn t)on 
bet erjlcn an mit bem nfebrigfien Elemente befe^t, inbem man bcr regten ©teile baS- 
jenlge Clement ertbeift, »el(^e8 bie Summe ber gefegten nfebrigfien (Elemente jut 
gefobetten ®ummt ergin jt. Sft ein fo ffo^zi niö)t üorbanben, fo toixb man bfe 
ndcbfhiiebrigere SteDe binldngltc^ erb6ben, unb, im %afl baju ein fo bobeS (SIement 
feb(en foOte, gur Srb6bung ber britten SteOe 9on ber ^b^flm übergeben m&ffen, 
u. f. f. bis jtcb bie gefoberte Summe barbietet. 

S)amit alfo bie £)))eration übexIfaxLpt m5g(icb fep, ifi nitbig; baß bie Summe 
wn bem niebrigflen demente fo t)iel mal genommen, ali bie klaffe anzeigt, nicbt 
fd^on iibertroffen werbe, bann, baß aucb baS b^cbße (SIement, fo i>iel mal genommen, 
oU bie Alaffe Ginbeiten in ftcb faßt, nicbt {(einer fep, ali bie gefoberte Summe, 
b* b* wenn q ba6 niebrigjle, q + r baS b^f^^ Clement, n bie Summe unb k tie 
«laffe ijl, baß n nicbt Heiner, als kq, unb nicbt größer ift, ali k(q+r). 

5 

X>ie niebrigjle fjorm t)on *^C[J'**4] »ö^be 11116 fepn, »enn ein fecb^te« 
Slement t)orbanben wdre, man wirb alfo, nacbbem man ber sten Stelle bad b^fte 
SIement, 4, gegeben f)at, bie 4te Stelle mit einem britten demente befegen m&ffen, 
bamit bie gefoberte Summe bert)orgebe; bie niebrigße Sorm t)on imzm Inbegriffe ifi 

alfo III34» 

Senn man {tcb eine Stelle einer gewiffen Jform mit einem b^btten demente 
befegt gebeult, unb im- Staube ifi, bie fo(g{nben Stellen mit nicbt niebrigcren de^ 

tnenten audjufüaen, fo, baß baburcb bie gefoberte Summe bert)orgebet , fo wirb iene 

11 
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Stelle ttffi^bat fe^fti. Um t>on einer %otm bie nid^i{^6^ere abiuletten, tvtrt man fl| 
i^re -fpdteft er^ö(i6are SteQe ein fo toenfg alS mi^lid) ^b^exti (S(ement fe^n, bie 
nadf^fofgenben ®(eDcn fo lange wie möglich mit bemfelben (Elemente befe^en, unb 
nur ben (egten ©teQen, n>enn zi nit^tg tfi, ^6(iere (SlmienU ertl^etlert, bamit bie 
gefoberfe @itmme ^eroorgebe* S>a6et muß mt&xUii febt oft ber SaQ 9orfommeni 
baß man ber legten GteQe ein um mehrere Stnl^eiten l^5^ered (SIement ert^eiU, alS 
ber 't>orlegten, weUde Untere dteburcfi jjebeömal er^i^bar totrb. Siefe er^i^et man 
alöbanui ald bie fpdfefi er^6bbare ®teae, fuccefTtb, tnbem man bie le|te GteOe nacb 
unb nac& erniebrigt, n^elc^e Operation fo latiQe fortbauem muß, bid enttoeber beibe 
(Elemente einanber gleich ftnb, ober bi8 \>ai le^te nod^ um i ^&^er im Stange ift^ alt 
bai borlegt^; benn woSte man noc^ xoeiUx ge^en, fo »iirbe baS (e^te eiement.nies 
briger fe^n , aI8 ba8 votierte , n^elc^ed toiber bie Tlnnaffme ber 9tangfo(ge ber Sie« 
mente in ben 6ombinationdformen nxire. 

©ie ridc^^jlbÄ^ere gorm üon 1224, »«d^e au ^C[i»*5] geleiten mag, iß* 12331 

bie n&ö)flii1)m t>on btefer toirb 2323 fepn u. f. to* (SS bilben ftcb nun j* 8« 
3 

^C[i..3] = 113^ i«a. 
4 

^C[i-5] = "»Sf "34^ "24, 1233, 2223^ 

4 

^C[0.*3].s=: 0003, 0012, Olli 
3 

'C[-3-] — —3-37. — 3-06, —3-15, —304 

— 3^3' — 322# — 2-25. —2-14 

— 203, —212, — I-I3, —-102 

— iri; 001 

a 
"^C[-4*'2] = —42, —31, —20, — I-I 

°C[-3-] = —3-361 —3-25, —3-14, —303 

—312, — jJ-24, —2-13, —202 

— 211, —1^12, — lOI, 000 
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4 

"'C[-3-5] = — 3-305f — 3-3H/ -3-3231 -3-2-15 

— 3-204, —3-313, —3-232, — 3.1-14 

— 3-103, — 3-112, —3002, — 3011 
—2-2-25, —2-2-14, —2-203, - 2-212 

— 2-1-13, —2-102, — 2-Iir, -«-3001 

— I-I-I3, — I-IOI, — lOOO] 

4 

*C[-i-9] = — i-ii9# — 1-1281 — i-i37# — 1-146 

— i"i55^ — 1009/ —1018/ —1027 

— 1036, —1045, — 1117, — 1126 

— 1^35; — ii44f —1225, —1234 
— 1333# 0008, 0017, ooi6 

0035, 0044, 0116, 0125 
0134, 0224, 0233, »^'5 
1124, ii33f 1223, 2222. 
3 
'*C[-3-] = —3-381 — 3-27f —3-16, —305 

— 3i4r — 323f —2-26, —2-15 
—204, —213, —222, — 1-14 
— 103, —112, 002, oir. 

§. 26. 
^ivmt man bte emfadS^ere ^Borauöfe^ung an, baf bte (SlemenU unbefh'mmt 

k 

fortlaufen, fo btibet bte mebttgffe 2form \>on "CCq»«]/ w^m 9on i^x bat erfle 

k-i 

©ement, q, abgefc^nittcn ijl, bie niebrfgjle gorm Don "'^CCq-] bar, benn in 
i^r ftnb aQe SteQen t)on ber erfien biS }ur ^6cb{len fo ntebrig ald m(g(i(l^ befegt 
Um bei ber inbepenbenten (Sraeugung bie niebrfgße JDrbnung ju erhalten, er{^6^ete 
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mon alle ®teaen na6f ber erjlen fo Imd^, hii pe fo l^od^ ali mJalic^ befe^t tMteii, 

k-l 

b. ^. bi« mon jene niebrigjle gönn t>on °"^C[q--] na* unb m^ bi« jut ^bdf^m 

V k k-i 

cr^i^et f)aUt. ©le tiiebTigjic Iprbnung üon "CCq-] fff «Ifo "q^lGCq-l- SRon 
erl^db^t^ barauf bie er|le ®teQe mit bem (Elemente q+ii unb befe^te bfe folgenben 
fucceffiD fo niebrig ali m6gttcl^, b« 1^* man bilbete bie niebrtgfle Sorm {UV Mtgi^ 
fd(inebenen Jtlaffe k unb Summe n mi ben (Elementen (q + 1) . • . « jDa man mm 

, biefe Sorm nad^ unb nac^ mteber er(ii^ete, hii alle Stellen fucceffto fo ^<ft 
befe^t waren wie migli(|i, fo tfi Kar, baf man ben danjen Inbegriff bet gormcn 

' jur anfdngltcb gefoberten Summe unb Alaffe auS ben gegebenen (Elementen auf ev bcm 

k k-z 

niebrigflen bilbete; unb baß "C[q-i] ou« ben beiljen Z^tiUn ""'^^GCq-] «»* 

k - 

''CCCq+O^O beflebe. SDIan ^at alfo folgenbe partieQe 9Iecur{ton8formeI iut fßiU 

bung ber 6ombij|fitionöfonnen ju befiimmten Summen, bei unbebingt gefiatteter Sie^ 
ber^olbarfeit ber (Elemente: 

k k-1 k f 

. "C[q.-] = ""clCCq-0 + "C[(q+i)-.] 

k 

SSenbet mm biefe 9Iegel ber Sert^eilung auf ben jweiten Zfieil ""CCCq+i)««] m, 

fo ip: 

" k k-i k 

"C[(q4 1)-.] = "-ÖVo.C[(q+i)..] + ^C[(q+2) ..] 

gerner ip: 

"Ct(q + 2)..] = "■g{?)C[(q+2)..] + ^C[(q + 3)-0 

nlfo l^at man iun^d^jl: 

k 
+ "C[(q+3)..] 
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■•> 

ftifyct «ton mit ber ^{(cerption weiter fort, fo nx'rb man nadf ber bten auf: 

gcfomiien fevn, eS föD. unterfudE^t werben, tofegrof Mi4iftenS fepn barf, ober xoeU 

,^t» ®ltcb ber Slecutflott bad (egte tff. S>(e 6umme ^mt bei iebem ®(tebe um i 

ab, »dbrenb bei iebem folgenben ® liebe um i b^^^te (Stemente a(8 bte m'ebrigflen 

crfclbeinen. 60 lange nun baS niebrigfie ber demente , ml^t jur Silbung bed Sor^ 

k-i 
men^Snbegriff« '*'(^^|h)C[(q + '0-] beitragen [offen, b* I&. q+h fo oft mal ge^ 

fcftt, al« bie Älaffe k-i äfijeigt, bie @umxM n-(q+h) nitj^t fibertrifft, b. b- f«> 
ionge (k-t);(q+h) ober k(q4.hj— (q+h) nicbt größer ift, ol« n-(q + Ii), ober 

fo lange h tticbt größer, aU ^ — q ifl, fo lang;e ifl baS ®(ieb ber SiecurjTonöformel 
reen* SS (ann alfo M eine iebe pofttit^e ganje 3abl bebeuten, welche nidft größer ifl, alS 

?- — q. foff e8 baber bie größeffe 3ab( unter biefer SSorauöfe^ung fe9n, fo fddt 

k 
ba8 ®lieb ""ClCq+^ + O] »eg, weil aWbann k(q + h+i) ^ ift, aW n. unb 

man ^at folgenbe 9lecurfton§formel : 

k k-i k-i 

"C[q..] = "-.^CECq.-D-J + ""ätlJ.C[(q + l)--]..- 

+ "■SUr)Cc(^ + ^')-'-]- + °"MCc(q+'0^-] 

4 3 3 ' 

9C[i..] = ;.C[i..]+ 2.C[3..]. 

3 
?.C [»••] = *«"6# i»"5» *'i34f i«2a4» ''»33 

3 
+ t.C[2..] = 2.823 



lo 



Semer: " . ^ ..■ • 

a •■ . . . . ■ . ■ 

x!C[l-] ?= I-IjJr hVr I-36r 145 

= ^ + a!C[a..] =. a.36, 8.35,. S.44 
+ s'Cö-O = 3-34 

'C[-3..] = -|.C[-3..] + J.Cc-3.0 + .J,Cc-i..] + o!Cco-] 

.5.CC-3-] = — 3--39f — 3*-28V — 3'-i7i —306 

—3-15/ —3-24/ — 3^33 

a ' 
-3-C[-3.0 = —«•-27^ — 2.-I6, — 305, — 3^14, —2.23 

a 



-i.O[-i-.] = — i--i5f —^•04/ — I*I3/ -^1.22 

a 
.C[O.J = 0*03, O.I2 



3 
o 



,^C[r.-] = X- 



II 



433 

-^C[-2*-3 = .a^C[-3.o+ .y.C[-i-.] 

3 
.jJ^C [-»•♦] — — 2»-2-24, — 2.-2-I3f --2.-202, — 2.2II 

— 2«-I-I2 f — 2.-I0I , — 2.000 
3 

iJ.C [-!♦•] = — I.-I-I2, — I.-IOO 
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•C[-a..J = .a!C[-a..3 + -i.C[-i..J + 2.C[o..] 

-aC[-»*-3 = — 3--a4# — »•-I3f —2.02, — 2.II 



= ^ li,C[-I*'] ^^ --I.-I3# — I.OI 

2 ' ' . % 



oC[0--] = O,0O 



Sitr q = I 9ern>anbeft jtdi^ al\o bte 9{ecurftonSforme( in 

»C[i..] = "7.C[i..i + "i2c\2.j..«-C[--r].. "-j:C[ii..] 

wobei h*i alfo nxö)t gti^et , aI8 2- - i; ober h m'c^t größer, aU - fepn barf. 

SlScerpirt man ben Z^et( ber ^artteSen StecurfionSformel; 
k k-i k 

/ »C[q..] = %!C[q..] + :C[(q + l)..], 

weU^ct bte ndc^ßniebrigere Stta^c in fiö) enteilt, fo tfl, weil: 

-V!C[q-0 = "-i!C[q--] + "-5C[(q+i)-] 

femer: 

k-a k.5 k-a 

""",2C[q*.j = "-y^Ccq-.i + '^•',2Cr(q+i)..i 

k k k-z k-a 

"C[q.*] = '^C[(q+i).-]+ '"<2C[(q+i).j+ "-'q^CLCq + o.-] 

+ "-.yCCq.-] 

%i^xt man mit ber iDiicer^tion toeiter forti fo nnrb man ouS ber hten : 

k-l» k-(litx) 

"■•\!G[(q+i).-]+ "-^Vl'CEq.-] 

q q 

er^Iten l^ben* jDte Ataffen usb Gummen nehmen alfo mit iebem ® (lebe ab , tnbem 
bit (Elemente biefelben bleiben, eö foU unterfudS^t werben, ob bte ©lieber bis aur erflen 



unb oten Stta^e reeO bleiben, ober ob fte fd^on frü^r t>erfc^n)inbin f6nnen. 3n bem 
SaUe, in mid)etii kq = n ifl, gebet nur eine Sform b^rDor, xoeld)t btefeS niebrigße 
(Stement, q, kmal (tit^&it, foDen ieboc() ber formen mehrere entfie^n/ fo i|l n6((Hg/ 
bog n ^ kq; aWbann ip obir'n-(k-i)q > q. 2)a fid) nun ber obige s^^i^l&cilige 
Äuöbrui, wenn man barin flatt h ben SBert^ k-i feftt, in 

q • q» 

mwanbelt, unb ba n-(k- i)q > q. fo baß fidf n-(k-i)q in ,ber »eil&e ber Cto 
mente (q+i). (q+2), .- befinbet, fo ij! 

/ q ♦ • 

o 

iebeömal rectt^wd^rtnb """^GCq**] «W UnmiflIidSie« fobernber Äußbrucf, (unbefeftte 

Stellen t&nnen (eine iSumme geben) wegfdilt. SBenn nun aber auc^ n > kq, fo 

fann boc^ n f (einer fepn, al6 k(q+i), in xotld)mi SaQe baö^ erfie ®Iteb ber 9te< 

k , ' 

curfionöformel, °C[(q+0-]i «nb üieDeicbt noc^^ mehrere nad^folgenbe unmig(i4 

werben, eS foll unterfucbt werben, welcbeS ®({eb aKbann juerfi toieber reeD wirb* 

66 fcp n + m z=z k(p+i), fo, baß alfo ju ber ®r6ße n nod^ m (Sin^eften 
^injugelegt »erben müßten, ebe fie bie ©riße k.(q+i) erreicjite. 3m jweften ®Itebe 
tß bad niebrigfle 6(ement fo t>iel mal genommen, wie ber Jtlaffen - Srponent anzeigt, . 
= (k-i) (p+i) = k(p+i)-p-i, bie ^iimmc aber = n-p, woraus {U crfe^en 
ift, baß f)m bie 2)ifferen) fcbon um i Keiner ijl, ali bei bem erflen ®(tebe. Bdm- 
hten ifl baS niebrigfle ®Iieb fo m'et mal genommen, di ber Alafren^erponent am 
jcigt, = (k-li),(q + i) = k(q+i) -hq-h, bie Summe aber = n-hq, unb tS 
folgt bierauS, baß ftcb ber UnterfdS^ieb jwifc^^en n unb k(q-(-i}, welcf^en wir m ga 
nannt baben, fcbon um h (Sinl^eiten t)erringert l^at* fßtim mten ®liebe wirb alfo 

n = k(q-f*i)i b. b* baS mte ifl iai erfle, reelle ®(ieb jener 9lecurfton(forme(, wenn 

k 
In bem ÄuJbrurfe "C[q-]f ^(^+ > n. Slun ifl aber m = k«(q4'i)-q, 
woraus man fogleic^ baö erfle reeDe ®lieb ftnben fann* 
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SRan ^at alfo bte 9tecnr{tonfiformel : 

k k k-i k-h 

■C[q.-] = "CtCq+i)-] + "■,!C[(q+i)..]...''-''2C[(q+i)..]... 

q ♦ 

worin, foW k(q + i) ^ n, baS ©lieb ba« erjle reette i|l, »erd^e« jum JtlQffcn^ 
e)r))onetiten k-(k(q+ i)-n) ^at, 

&ö}xtibt man jebo^ bicfe fRecttrftonSformel umgete^rt, fo ^at man ben S3ortl^ei(, 
bof man iebe^mal bei reellen ®ltebem an^an^t Si tfi bemnaä): 

-C[q.o = --(''Vl?CKq+i)..]+ "-^''V^2C[(q+i)..]... ' 

\* k "^ * 

.°-^''k''22C[(q+i)..]..+ "C[(q + i)..l 

jDttttftd!» tjl j. JB. * • 

«C[I..] = i5C[3..] + x'.C[3..] + Tt2..] 

I 

,j®C[a..] = II.6 
= } + i!C[2..] = 1.35, 1.34 

3 

+ *C[a..l = 324, 333 
"'CC-3..]= .3^C[-2..] + -siC[-3,.] + iC[-2..]+ "»Q-a..] 

I 

^.5-3'C[-3..] = -3 3-3-9 

+ -si^CC-a.-] = -3-3--28f -3-3-- i7f .-3-3-06, -3.3.15 

-3"3-^/ -3-3-33 
3 

+ .3^C[-3-] = -3--2-27f -3--3-16' -3--205. -•3-214 

-3--233f -3--i-i5f -3^-104, -3^-ii3 
-3.- 133, -3-003 f "3-01 a# '3*111 

4 

+ ""CL-a-l = -a-a-26, -2-3-15, -3-204, -3-313 

-3-333, -3-1-14, -3-103, -3-II3 
-3003, -30II, -I-I-J3/ -I-I03 

-I-III, -lOOI, 0000^ 12 



I 



3 

3, 
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'C[-3-i = ^?C[-3..] + ie[-«..]+ 'Ct-2..] 

-sjCC-a..] = -3-3-9 

a - 

-s^CC-«..] = -3--38, -317» -306, -3.15 

-3-24» -3-33 

3 

'C[-3..] = -a-37# -3-16, -805, -«'4 

-323, -1-15, -ib4, -113 

-133/ 003, 013, III 

•7C[-3:.] = -3.:3CC-3..] + .t.CL-»..i 

I 

.5.3 C [-»..] -= -3-3--I 

+ l3.C[-3..] = -3.-3-3. 

3» * ^on btt {nbe))enbenten ^efHmmnng etnjelnet Otbnungen tM6 bei 
inbegriffen bev SomBinattondfonnen ju Beflimtnten (Summen. 

§. 26» 

2(uS ber ZotalreoirftonSformel (im §. 23): 

folgt, baß bod hte ®I{eb nad^^ bem onf^nglid^ett bie hte JDrbnitng na(|^ ber anfdnc 



k 



ßdS^en boit **C'[q-l barpeffe, benn nur biefe gorrmn führen ba« q+hte (KI< 
Ument an ber ©pifte* ©er «uJbrutf """{^{ßC'CCq+h+i)--] ift alfo bie inb( 
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* 

penbente XufTJfung ber Aufgabe, au< "*C'[q-] aDgemem We hfe Orbnung nadd 

ber anfdnglic^en , ober bie, bereu gormen mit q + h anfangen, )u erjeugeu. 3* JB, 

3 
eä wirb ^>erlangt, auö ^C'[-2.0 ble imiU JDrbnuug uac|> ber anfdngKc^en , ober 

bifr beren formen mit o anfangen, tnbepehbent ju bttben, fo ift fte = o^C'[i..] 
= 0.15, 0.24. 

3 
SBfirbe femer bie er|le ßrbnung nac|> ber aufdugHcl^en ai\6 "C'[o/.] »er-- 

fangt, fo ijl fte 

a 
= "C [3-1 — 1.28; 1.37» -»-46 
B. f. ». 

3Cue ber 2:otalrecurfton$formel: . 

"Qq..] = "-,^C[q-.] + "•ai!äCt(q+o..].. + -S5|l:äU(q+b)..]... 

k 

folgt, baf bie hte-Crbnung nad) ber anfdnglid^en aud °C[q-] 

= °-SI8C[(q+h)..] 

fe9, toonadi^ eS }* S3. leidS^t ifl, bie jweite £)rbnung nadd ber anfdng(icl[)en auS 

3 . ' 

^C[-3-] inbepenbent ju bilben, fie ifl: 

= .tC[-i-] = 'I--I5/ -i-<>4i -i*i3r -122 

4' 

gerner iji j. «• bie erpe Crbnung nac|> bet anfdnglic^^en aud ^CC-i-] 

3 
= o^.C[o«.l = 0.008, 0.017, 0.026, 0.035 
; 0.044, 0.1 16, 0.125, 0*134 

0.224, 0.233 
u. f. w. 
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1 



man ade Pfeilen na(^ bet erflen fo lange, hii fte fo ^od^ ali miilid) befe^t toarnii 

k-l 

b. 1^. bli man jene niebrigfie Sorm t>on °'^C[q--] nacb unb nacl^ btd jur ^id(^#ctt 

* k . k-i 

cr^ J^et^te, »ie mebrigflc äprbnung t)on "C[q.-] fp «Ifo "q^lGEq-l- SKan 
erl^6^ete barauf bie erfle Stede mit bem (Elemente q+ii nnb befe^te bte folgenbcn 
fucceffit) fo niebrig aU mbqli^, b. f). man bilbete bie. niebrigfle Sorm )ur t>arflf^ 
fd(^ne6enen JCIaffe k unb ®ummz n au$ ben (Elementen (q + • « • « ®^ <^^ ^'^ 
. biefe Sorm nac^ unb nac^ mieber er^i^ete, bis alle Stellen fucceffit) fo ^d^ 
befeftt waren wie mb^li^, fo tjl Kar^ baß man ben flanjen afnbeflriff ber %otmea 

' iur anfdnglicb gefoberten &uvme unb Jtlaffe aui ben gegebenen (SUmenten außer bem 

k k-i 

niebrigflen bilbete, unb baß "C[q-.r] ou« ben beii^en Sbeilen ""q^CCq-3 ««> 

k " - 

''C[(q+0**] bef(ebe. 9Ran bat a(fo folgenbe partieOe 9IecurftonSformel )ur SßiU 

bung ber 6omb{|i^t{onöformen ju beflimmten Gummen , bet unbebingt gefiattetet fßitf 
berbolbarfeit ber (Elemente: % 

k k-i k ] 

, "C[q.-] = ""q^GCq-] + "C[(q+i)*.] 

k 

SBenbet man biefe Siegel ber Sertbeilung auf ben jweiten Zb^il °C[(q+')««] an, 
fo ifl: 

"k k-i k 

"C[(q-f I)..] = "'ÖVo.C[(q'+i)..] + »C[(q+a) .•] 
gerner iji: 

"C[(q + 2).0 = ""j^{§C[(q+2)-.l + »C[(q + 3)*-] 

alfo bat man jundcbß: 

-C[q..] = "V.C[q..]+ "lUifccCg+i)..] + ""^Y^Cuq+i).,} 

k 

+ "C[(q+3)-.] 
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üifyA mm mit ber £iöcer))t{on weiter fort, fo wirb man m6f ber hten auf: 

gefommen feiju^ e« fön.unterfuc|>t werben, wie'flrop hböc^ften« fepn barf, ober mU 
<^e8 ®(ieb ber Slecurfioti bai (e^te ift. X>\t Summe mRimt bei iebem ©Hebe um i 
ab, wd^renb bei iebem folgenben ®(iebe mn i f^fi^ere (Sremente atö bie niebrigflen 
erfc^eincn. ®o lange nun baS ntebrigfie ber demente , welc^ie gur Silbung beö %ox^ 

men^Snbearip °'(q|h)C[(q + l^)--] beitragen fotten, b. ]^. q+h fo oft mal ge^ 

feftt, aB bie Älaffe k-i äpjeiflt, bie ©umme n-(q4-h) ni6)t übertrifft, b. b« fo 
lange (k-0.(q+h) ober k(q4-hj— (q+h) nit^^t grjfer tfl, a» n-(q+h), ober 

fo lange h ni^t gr6£ier, als ^ — q ifl, fo langte ifl baS ®lieb ber StecurffonSformel 

reell* di fann alfo .h eine iebe pofftiüe ganje 3al&l bebeuten, weld(ie nii^t grifier ift, als 

^ — q, foQ eS bal^er bie grSfefte 3al^l unter biefer SorauSfe^ung fepn, fo fdllt 

k 

ba« ®lieb "C[(q+h + i)] »«8/ »«^ aWbann k(q + h + i) ^ ip, aW n. unb 
man ^at folgenbe S^ecurffonöformel : 

k k-i k-i 

-C[q..] = "•,'!C[(q..i)..] + ""Stli,C[(q + l)*-]-.^ 

+ "•ätr)C[(q+0.i.L*. + "-t^qU)Cc(q+h)--] 

3- SB- 

4 3 3 

»Cli..] = tC[i..]+ 2.C[a..]. 

3 

?.C [!•.] = '-"6, I.I35, 1.134, i.294, ^-m 

3 
+ J.Ct2..] = 2.823 
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nur, bafi biefe ®UUen fo ntebdg aK mfigltd^ audgefuKt »erben, »eldded offenbar ^e- 
fc^te()et, »enn man baffelbe 6(ement| »omit man cx^if)tUt fo oft l^tnter bte tttfi^tU 
@teDe fegt, hii bie gcfoberte @umme bargeffellt ift. Sel^lt enb(td(i noc^ ein fletnere^ 
@Iement an ber ßiimiM , fo barf man btefeS nid^t hinter bte tfi^txm Elemente fe|en, 
weil baburc^ ber ^nna^me ber SRangfoIse bei ben Gombinationöformen gutptber ge^^ 
belt »firbe, fonbern man xoixi eS jur legten ber g(ei(^ befegten ©teilen rect^nen, i» 
bem man baS 6(ement in berfelben um fo biel nocb erl^JlSiet* XKbann l^at man'iiUc 
©teilen nacb ber anfänglichen fo niebrig befegt, alö eö unter biefen Umftdnben mig« 
lieb ^dx. Sfi bie ®ummt n\6)t fo grofi, baß man meljirere @tellen nad) ber er(^6^etm 
mit bemfelben Elemente, womit man erl^i^ete, befegen lann, fo wirb man alfo ba$ 
@(ement, welches bie ©umme ergdnjt, fogIeid(i in bie nac^folgenbe ©teile fegen; 
wenn eS nocb sr6ßer ifl, al§ ba§, womit man erbö^ete, ober ed fogIei(|^ ju biefem 
Elemente xzd)ntn, wenn ed niebriger fepn foQte. ^ieraud ifl nun aber dar, baf tie 
t)orIegte ©teDe iebeSmal cx^bl)hax fep. 

S)er @ang be$ S3erfal^ren6 tfl alfo folgenber: um eine Sorm in bie niöf^f)6l)m 
ju berwanbeln, fege man in bie t)or(egte ©teQe baS nd^flbifiere Clement, unb ffiUe 
folgenbe ©teilen fo lange mit eben bemfelben (Elemente auS, bis bie Summe ergdnjt 
ift, wobei Uboä) bie legte ©teile ein b^bered Clement befommen fonm Sßar bat 
legte Clement ber ju erb6bcnben ^orm xüd)t fo ^0(l(^, ali baß man# beocr baö iSxs 
gdn)ungS ^ Clement gefegt würbe, mebrere ©teilen mit bemfelben demente antfUbfn 
tonnte, fo wirb jened CrgdnjungS ^ Clement gteid;^ bie folgenbe ©teile treffen müffät 
in welchem Sfalle bad bortegte Clement um i €xf)bf)tt, iai legte um i .emiebrtgt wirb. 
Sft enblic^ bad legte Clement ber ju erböbenben Sorm eben fo groß , ober noc^ 4ibi i 
größer, al6 ba6 vorlegte, fo wirb man fogleidj^ biefed ju jenem redj^netrr unb bte Mt^ 
legte ©teile mit einem Clemente = ber ©umme biefer beiben, befegen mfiffett ^ie^ 
feö Qt^if)m ber vorlegten @teae wirb fo (onge fortbauem, bi& (eine »or(r|(e SfrSe 
.me^t vor^anben ifi, b. l^.-biS bie Sorm nur auS einem, bem ^b^^tn, (SltmKlf 
befielt. 3. S. 



*C[i..] = 



mir, III2, 113, 182 
14» 33, 5. 
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'^C[l*»l — Ilini, IirT2r l"3r 1122 

^Hi' 123; '5r 222 

24, 33, 6. 

^C[i-] = iiiiiii^ xirii2; 11113, 11122 
' ■ s iii4f "23, ii'5, 1222 

124, 133, 16, 223 

25i 34r 7- 

^C[i..] = iiiiiiir; niiiT2; 11X113, 111122 

IIII4, III23, III5, 11323 

1124, 1133, n6, 1223 

125» 134/ 17' 2222 
224, 233, 26, 35 

44/8. 
,81 e c tt r 1 1 1 e n b e ft fß t x ^ a ^ x z n. 

^it ntebn'gfle %otm befielet immer aui fo Diel erffen (SUmentm, ali bti 
6umme anjeigt, m'mmt man al\o bai erfte Clement bat^on xoe^, fo btt)&lt maxi bie 
nicbrigfle Sorm, toeld^e jut ndc^floorl^etgej^enben @umme auS benreiben (SIementen 
gebilbet vpetben taxin. ^an er^5^ete nun, bet^or man bie erfte Stelle }ur Srbiffung 
{og, atfe nacl^folgenben ®UUm naify unb nad[f^ bis eS unter biefen Elementen (ein 
nac^folgenbeö me^r gab, b. "fy. bii man jene näcbfolgenben Stellen fo $oc^ ali m6g^ 
n^ M^^t ^atte. i£)er Snbegriff aller formen alfo, welcf^e iai niebrigüe Slement an 
Mr @f}i^e führen, ift nicfrtd anber«, afö bet Snbegriff aOer Jtlaffen, bie 3ur ndc^^fl 
tiicbtigiren Summe ^erDorgel^en (ihnen, bereu fdmmtltd^en f^ormen iai erße (SIement 
i^orgefegt i% Sobem man nun, in ber tnbe))enbenten (Srjeugung fortfa^renb, bie erfle 
eteOe ^ut einem sweiten (Siemente befe|t l^atte, fitdte man bie nadj^folgenben mit 
gleic^m (Elementen au6, ber U^ttn baS Grgdnjung« ^ (Element ertbeilenb, b. ^. xnan 
hifbtt^, bie niebrigße Sorm , xoüdftJfi^ iu ber anfdnglidi^ gefoberten Summe aui ben 



s . 
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gegebenen (Slmmtm, aufler im erßen, erzeugen Idft IDtefe 8orm etl^ft^ete m<nt 
nun, bi$ eö fein nacbfolgenbed (SUment me^r gab, ober hii bie b^c^fl^ Sonn biir<( i 
(Srb6^ung ber ©teOen ^en)orgegangen war. S)iefer jwefte Sb^U ift Jtifo ber Snbegrtf j 
aller Jtlaffen, welche jur Dorgefd^riebenen Summe arxi ben gegebenen (Elementen l 

. auper bem niebrtgflen erjeugt werben f6nnem "C[i««] befielet alfo ciM ben briben 

abeifen: '^"i^CLr**] unb "^CC^**] fo^ baf ttian alfo We j)art{ene; »ecnrfloitf* 
formel ^at: 



Sa nun aber 



C[3*.] = ''tCCa.:] + "C[3-]r 



femer t 



-C[3-] = ""3^C[3-0 + "Q4--] «• f. f- 
fo t|l (tari bap man adgemetn nacb r 2)i8cer)>t{onen auf titttn Tluiitndi 

+ "C[(r+i)..] 

tommen muf* 2>ie ®nmmz nimmt bei jebem ®Itebe ab, tod^renb bte QtUmtnp^ 
immer grdßer werben. ®o lange nun bad niebrigfle Slement nod[! nid[ft grSfer i#^f 
al6 bie ®ummei fo lange ffnb bie ©lieber reell /ftnb aber bie (Slmtntt alle grftßr'r 
aU bie gefoberte ®umme, fo Fann ni^t einmal bie erfle, alfo and) Um folgen!^^ 
jttaffe m6gli(|^ fe^n* SaS legte miglid^e (Slieb ift bai, worin r :=: |n tfi, fo w^^ 
r grJfier wirb,, ge^et bie Unmöglicbfeit ber goberung an. Sfl bal&er n eine t^oor^^ 

$ai)i, = ap, fo barf r b6*pen8 = p feijn, unb ber ÄuJbrutf "'CCp-] ijl = pp 
ifi n eine unpaare Sal^l, = dp-f-if fo barf r n\6)t au p+i werben, weil tt me^ 
betragt, aü bie ^dlfte Don ap+i/ ti (ann f^ier ^i^flmi ein pteS ®lieb ^Am^ 

wie oben, »er lefete SS^eil "C[(r+i)..] tfl aber jebelmal miglid^, betm . a 
f6mmt in ber Steige ber (Elemente (r-|-i), (r-f-a)*** t>on iDa nun. aber bat xAt^ 
brigfle eiement in biefem Tfudbrucfe, (r+i), me^r ift, ali |n, fo fann baffelbo 
isnb }m fo mebr bie folgenben, me^^rmal gefegt, bie ®mmz n nic^t l^en^otbrii^geBr 
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''C[(>'+0--} 'onn atfb ttCd^t atiS ^drmen ton mt^xmn Siebenten U^tUn, tmb 
ta e$ nur ein (Skment mtn (r+i)r (r4'2)«-* S^'^^t, welches im Stange fo ^o^ 
fß I al$ D , To {ft ber Ie^(e Zl^etl ber Siecurftondformel immer baö SIement, ipelc^ef 
im 9tange mit ber t)orgef(briebenen Summe itbereintommt, f&x ^\6f M Sorm gefegt» 
^an i^at folglicb bie a:pfa(recurftonSformeI: 

ober : 

«-t»C[i..] = ,7.0 [1.0 + *?%!C[3..]...+ *-<';»>Cr.,]...- 

' Samad^ Ulbtt ftc^ ). 83. ... 

=^ J + 1C[»..] = «.» 

+.4=4. 

(.114, i.ias» 1.15, X.333 
.1.34» 1.33/ 1.6 

+ ICc«"] *= a-»3' «-5 

+ ICÜ..] == .3-4 

+ 7=7 

2>t8c<q>ütt ntan ober bm Sbeil ber {»artteHen Stecurfton&formel; 

wek^cr btefelbe 6umme bar#eat, "Ct^.O» fo i# 3una(^f}, ba 
femer; 



/• 






^ . 
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"Cd..] = "C[3..i + "-,!C[a..] + "x-,^Cti..] + j^x^Gd..] 

aSon Umnt bet bn rten S)i8c(r||)tion auf: 

n>ot)on ber erfie Sj^eil immer mögltd!^ fepn muß, fobalb n-r nidf^t f (einer ift aM 8, 
e« barf alfo n-r ^bdffttni = 2"/b. ff. r=n-2 »erben, olSbann ifi biefer Xl^eil 

unb ber Ic^te, bei ber n-sten ®t8c(q>tton nodj^ Abrig gebliebene S^eil ifl 

= ..jC[r..] = X- 
^an ^at folglich» folgenbe Xotalrecurfton^formel: 

»C[i..]-= "C[a..] + "■*xC[2..] + "-x?C[3..]... + ";;e[3..]... 

+ „-'C[2..] +1- * 

worauf ft4) folgenbe f))ecteae $((ffe leicht ergeben: - 

öQi..] = *Q3..] + tC[2..] +'ii!Q3..1 + xxuCta..]+"i" 

''Cc»..] = 23, 5] 

+ tC[2..] = 1.33, 14 
~ { + «.C[3..] =,XI.3 \ 

+ ni.C[2..] = iii.a 
+ mit = Hin 

*Qi..]=*Q2..] + ?.C[»..i+ xlC[a-«]+ ii;C[3..] + xmCc3..]+iriiii 

*CC2,.] =S 283, 84, 33, 6 

+ ?.C[3...] = 1.33, 1.5 \ ^ 

_ j + II.C[3..] = 11.32, II.4 

+ Ilf.C[3..] = Iir.3 

+ im.C[3..] = IIII.3 

iiiiix = iiiiii 





\ 






1 ■ 



^9n bm com6inatotif$en'^^et:ättoneti/ infofem fte auf 



S3 m fi} Q 1 1 { r e h ' i'm 2( n 9 c 91 e { n e n» ' 



\ 



t . 



^8 flttb «flutete* tjerfd^f ebene (Srementenrei^ett flegeben, man fott du« ben eremetitctt 
dUer biefer St^i^en BufammenfleHunflen bilben. k)a0 l^tet mehrere, t^eftö sn fe^v t)er^ 
»{(Terten ^Petitionen {ßerantdffnnfl flebenbe ^nndl^men gemacht tüerbetit f innen, er- 
rettet onf ben erjfen Änblrtf; tnan Ij^at fic^ ieboc^ bia jegt nur mit ber' einfachen 
SotÄtt^fefeunfl beflnfiflt, na4^ nreUtier jur grjeu^img einer Uprm lebe Keil^^ ein* i^rer 
Cremente ^ergiebt, eine Annahme, welc^^e ju Slefuftaten ffi^irt,' o^me bie bfe ^fnarpfl» 
wol^I nie jn bem @rabe ber SBoDfommen^eit gelangt n^dre, m welchem ffe flc^ ge^ 
genwartig beftiibef/- ' • - •' .7 . . . . : ,. 

.. 2)ie (Slem^nte ber erflen Steibe m^n burd^ a, a, a, .•• a.«, bie ber ^t^eiten 

'Z33r laSr 

bitrd^ b, b, b .., b..; oSgem^i b(e ^^zi\xck Steige burdS^ n, n, n .,« n*. beatfd^ 
net ttwbetti fOf baf olfo ber iSt^iur Sitbung ber 9Bari«tion<f0rmen f^g^Hbfi 

b* .bf b ••.« b •» 



■ ^ \ 






• ' -.4 <• 
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100 3»citet 2C6f<^nttt. 

X)n S)efinit{on ber JDjjxratton gemjf fimmt ed auf bie ffolge .t>ev Clcmate 

/ 

in ben (Somplerionen burd^^auS nidj^t an\ ^at man ). SS* a\x9 ben Steigen: 



Z- 


a 


3 


4 


»f 


flf 


a* 


a 


z 


b, 


5 


4 

b 


1 - 


a 


5 


4 


Cf 


Cr 


C| 


c 



z 3 4 

etne QompWon a, b, c ge&tibet, fo ifi ti ganj einerlei, ob f!e biefe ®effalt (obe; 

2 4 3 3x4 

ober ob man {ie a c b ober b a c u. f. tp. Jc^reibt , benn bie %otm befielet tmmet 
aus bem erften (SIemente ber erffen Steige i aM bem 3ten ber ixoziUn unb au8 bem 
4ten ber britten Stellte. 3Cber in ben CEom^(erionen mu^ eine JDrbnimg ^errf^eoi 
toenn man fiber^au))t l^fidere Sormen t>ott niebrigeren unterfc^etben, b* 1). ottf einem 
inbeyenbenten SSBege iaS ©efoberte jur Sarfiedung bringen xoiU. 

3n ieber Somplerion fommt tin SIement aM jeber ber gegebenen Seiten oot; 
toenn man olfo bie (Elemente in i^nen iebcSmal fo orbnet , itnb ti n>irb ba< Stnfa(((le 
fe^tt , baf nie ein (Element einer ^5l&eren Steige einem einer niebrigeren vorangeht , fo 
tfl Hat, baß bie formen in gleic^ien ^UUtn (Elemente ani ein unb benfelben Stetben 
enthalten werben. Sn ber erjien SteOe wirb iebeSmal ein (Element ber erßen Stei^Cr 
in ber jweiten SteOe ein (Element ber sweiten Steige, attgemein in ber kten GteUe 
ftüi tin Clement ju fielen (ommen, ipelcf^eS auS ber kten 9Iei^e genommen iß, b«.(. 
eS wirb tn ber erjien i6teae ieber (Somphrtoh immer ein a/ in ber (weiten ein b, 
oOgemein in ber ittn ein k fielen. 2Cber (hieraus entfte^t eine Sequemlic^f^it in tm 
Seget(^ming« benn wenn bie Stelle in ber f^orm fd(^on bie Steige oniefgt, atrt web 
c^er hai in i^r fte^enbe (Element genommen ift, fo wirb eS nur n6t(ig fryn, Mc 
3a^l in ffe ju fe^en ^ weldde ben 9{ang beS (E(emen» in ber 9Iei^e angiebt , aui ber 
biefe Stelle (Elemente annel^men fann. 9Ran l^t ba^er nic^t n6t^{g, bie Sucf^ßaben 
mit i(ren ^Tnieigent gu fcbretben, fonbem, wie bei ben frfi^em Operationen, nur 
bie le^tem felbfl. ®olI man ;• SB. ouS obigem Seif^iele hat 3te (Element ber erflen^ 
ba« erfle ber jweiten unb boS oierte ber britten Stellte ju einer 8orm Dereinigen, fo 
wirb biefe 314 feijn* 



SJom ?8at(lr«t, I. ?Bottt Söartltett att fldj. loi 



> *'« 



9tcidf biefer Vbtfirjung in ber {Be)ei((mtmg ift ej nutt .otfo tA^t mel^t cftterrei, 
«rfe bie SMge bct 3(nie{get in ben fßariatiotacompittionm ftatt finbct. ^CQerbingS 

1 3 4 

tfirb bei bfffet Operation nur Serfcbiebenbeit beS 3n^alti gefobert, fo, ba^ a, b, c 

4X3 

mit c, a, b DftUig einerlei ifl, Bebient man ffd^ aber nur ber Vnjeiger, nacb ber 
oben feßdefeftten JDrbmmg, fo bebenttn 123 rS^^i 3^3/ vu f. to. Qatti t)err(btebene 

ia5 sai 5ia 

Sormen, benn bte erfte ifl a b c, bie zweite a b c, bie britfe a b c* 

Wiatt lam nun beim Sariiren iroti SorauSfe^ungen machen, enttoeber bie 
{Reiben entbalten t)oaft<inbig aSe Elemente t>om erfien an ununterbrocben bis jur be« 
^mmten JS>i^t, ober eS .|tnb in ibnen i&dm t)orbanbem 2)ie allgemeinen Stegein ber ^ 
Crjeugung m&fTen {t(b iebo(b immer glci^ bleiben, bie Steiben m6gen geßaltet fe^n, 
wie man wiü. 



I. fßom SSariiren an fid^^ 

A« ^on bet ^ilbung ber f&ariationdformen axxi OoDflinbigen Steiften. 

Snbepenbente« fBerfabren. 

Die niebrigfle Sorm entflebet, mnn alle ettUm fo niebrig M m5s(icb befe^t 
finb, b. b« iu beren IBiIbung iebe SReibe ibr niebrigffeS Slement b^i^d^d^^^" b<^t* 
Sebe ® teSe mufl erb^bbar fepn , toenn bie S?eibe , aM welcber fte (Elemente annimmt, 
no(b b^bere (Elemente beft^t, ali hai, welcbeS in ferier Stelle ftebt. ^at man nun, 
um eine Sorm in bie ndcbfib^b^i^e S« t>em)anbe(n , bie fp&Ufl erb^bbare Stede mig^ 
li^ft wenig erb^b^^ unb will birfotgenben Stellen fo niebrig a» m5gli(b auSfflUen, 
fo gefcbiebt bieS offenbar nur baburcb^ baß iebe ber Sleiben, aui wehber bie folgenben 
Stellen (Elemente annebmen f6nnen, baju ibr niebrigffeS (Element bergiebt, b. b- baß 
alle nacbfolgenben Stellen mit niebrigften Elementen befe^t werben, ^^at man j. S5* 
aus 3 Sletben, wot)on iebe 4 (Elemente befi^t, eine %ovn 244 gebilbet, fo wirb nur 
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bie erße ® teile 'crf^6^bar fepni weil bie atoeite unb brrtte Steige !etn g^eS 6(cmr^:^ 
i()aben, toomit ffe i^ren Stellen Stoff jur (Srl^6^ung batBieten {jhnten; bie er^ 
Steige wirb x^xix Stelle ^ein bntted ^Uxavxi geben, unb bemnacf^ bie nd(^ß(6^irji 
. gorm 311 fet^n: 

SKan bebient |td[!,'um ben Inbegriff aOer Catiationdfoimen oniubetUen) br^ 

*3ei4^en$ V-9 ^^ \^^^ ^^^ 3ol^l, welche bie fOfenge ber t)orl^dnbenen Steigen angetgti b« 
fte audS^ 5ugleid(^ 5llaffen'@)r))onent ifl über baffelbe, ben aOen biefen Steigen gemeinfc^aflf 
It4»en Snber aber in einer Jllammer l^inter bajfelbe, fo, baß aDgemein ber. Inbegriff oSer 

a3ariationScom))Ie)rionen, »et^e ftc^ oM k Steiften / beren iebe n Sremente ehtl^jlt, 

k 
barflett^n lajfen, burdji ba« Seid^en Vfi--"] reprifentirt wirb. 
9ta(|^ biefen inbepenten Stegein ber Srieugung ifl j. 15. 

VLt--3] = "1 12/ i3i " 

22, 23, 31, 32 

33- . 

3 ... 

^^^[1,2] .= III, 113, 121, 123 

211, 813, 231, 223. . 

4 

V[i] = ""♦ 

5 

VCi'.4] = I"» i"i 113» "4 

121, 122, 133, 134 

131* 13«» 133» 134 
141, 142, 143, 144 

311/ 8ia, 213, 914 

231, 323, 333, 224 

.331, 333, 233, 234 * 

241, 343, 843, 344 

311, 313, 313, 314 

331» 3Mi 3«3» 334 
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331. 


333/ 


333» 


334 


341» 


343» 


343' 


344 


411, 


419, 


413» 


414 


431, 


423, 


433» 


434 


43Ir 


439 f 


433/ 


434 


44« f 


443» 


443/ 


444- 



§• 33. 

mttuttitcnhit SSerfa^ten. 



jbxt ntebn'slle %oxm entlieft nur erfle (SUrnttUt, fd^neibet mm alfo ia6 ber 
Stelle ab , fo bleibt bie ntebrigjie Sorm ber n^ddjfntebttgeren XlatTe ober auB 
^ebenen Slementenreil^en außer ber erfien gebtlbet, fibrig. 9Ran erl^&^ete nun 
;enben Stellen nac^ ber erßennac^ unb nad^, bli ferne berfelben mebr eine 
ttg t^ertrug, el^e man biefe angriff, b. Ij). man btlbete, um bie er{!e jDrbnung 
Iten; alle SSariattondfornien aui ben gegebenen Stcifftn auf er ber erfien /unb 
)nen baS erfle eiement ber erfhn Slei^e f90t. Snbem man barauf bie erjfe 
mit einem {meiten Elemente ex^b^tte, befegte man bie übrigen »lieber mit 
[en Elementen , xo^ld)t man barauf wieber fo lange erl^il^ete , bid ffe fo IS^od^ 
lU^ befegt n>aren. ^ie '2n>eite jDrbnung ifi alfo ber Inbegriff aller formen 
i gegebenen Steigen außer ber erften, benen man baS iroütt Slement ber erften 
orgefegt f)at 2Cllgemein , inbem man bie erfle Stelle mit einem rten (Elemente 
, um bie niebrigfle Sorm ber JDrbnung r l^ert)or)ubringen 1 ffiSte man alle 
;enben &UUm mit erfien Elementen auS, toeld^e man barauf 1 if)t man }ur 
t IDrbnung überging, nac|^ unb nac^ fo f)o^ ali mfiglic^ befegen mußte* 2)te 
>nung ift alfo allgemein ber SnbegrifF aSer SariationSformen aui ben gegebe- 
il^en außer ber erfien, benen bad rte Clement ber erfien S^ei^e üorgefegt ifl^ 
4fle JDrbnung mn$ nat&rlicf; bie nte fepn, wenn bie Steigen n (Sleniente 
n. . . 
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9Ran ^at alfo fplgenbe SEof alrecurffondfbrmel : - 

k k-i k-l k-l k'l 

SBoHte man bte fdmtltdS^en SartaKonSformen , toeld^e auS- gegebenen Seiten Iftt^er^ 
geli^en f 6nnen , ^cf wdrM lefen, ober fte timeel^ren, fo, boß bte legte &UVit )ur erßeff> 
tiefe jur legten n>ttb, fo wfirbe man aDe bte SariationSformen lefen, xotlibt ctuf 
benfelben Steigen, nur in umgefelS^rter jDrbnung genommen, gebilbet »erben tftnnen. 

J^at man nun aber k Steigen, iebe wn n 6(ementen, unb betrad^^tet bte kti 
al6 ntebrigfte; bte erfU atö 1)id)^t, fo ^at man, tote oben: 

k k-l k-l k-l k-i 

k 

Sießt mm aber aOe btefe formen r&dtpdrtS, fo M ^^ ^^ Vrr«*n]i tote cS am 
f(ingli<^ angenommen tourbe, bte erße Steige a(S ntebrigfle« bte kte aU ^6(^f(e be« 
trad^tet, unb e8 tfl: 
k k*x k-i k-i k^i 

eine SiecurftonSformel, welche bur<^ 9}a<^fe6en ber Elemente ber kten Steige m bte 
gormen ber k-iten Älajfe, bte kte Äteffe abjnTeiten le^rt» 



r • • 



>• ». 



^vm ^atiiiat. L ^otn Sßmiivcn au ftd^» 
9aäf iex ttfttn ncuntrenben Sfcgel ifi ). SB* 
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■i.V[t..3] 


=' i.iiif 


I.II3> 


I.II3»; 


I.I3I 


■ 


I.I&3 


f «.123» 


I.I31» 


1.132 


* 


1.133 


r I.3II, 


1.313, 


1.213 




1.321 , 


1 1.33a; 


1.933, 


1.931 




i.a3ü, 


r 1.233, 


1.3" # 


I.312 


■ 


1.3131 


r 1.3»'» 


1.322,/ 


1.323 


• 3 


1-33'. 


- I.332f 


1.333 




= a.iii, 


3.II3# 


9.II3, 


3.131 


a 


8.133 


f 2.133^ 


2.13I» 


9.133 




2.133. 


, 9.3II, 


9.313,' 


9.9^3 




9.331 


, 3.333, 


2.333, 


2.931 




3.333, 


- 2.333, 


3.3U,. 


9.313 


\ 


«•3<3< 


r 2.33t, 


3.339, 


9.333 


9 


' a.331» 


2,332 f 


2.333 




— 31". 


3.II3, 


3.113» 


3. 121 




3.12a« 


3.123» 


3.13'/ 


3.132 




3^133. 


r 3-2« f 


3.212, 


3.213 




3.221, 


r 3.22ir 


3.223» 


3.231 




3.232 


f 3.233» 


33"» 


3.312 




3.313 


# 3331» 


3322, 


3323 




3.331 


, 3.332» 


3.333 
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V[i..43 ='i.V[t..4] + 3.V[i..4] + 3.V[i..4]+4.V[t..!- 



i.V[i..4] ■ = 



X.II, 


1.13, 


I-I3. 


1.14 


I.3I, 


1.23, 


1.33» 


1.34 


I.3I» 


I'S«» 


1-33» 


i'34 


1.41, 


143» 


»•43» 


144' 



\ +3*V[l.*4] = 2.II, 2.12, 2.13r 2.14 «. f. » 

+ 3»V['-4] = 3-"# 3-1^^ «• f* »• 

-|-*4* V[<*-4] = 4*i<i 4*12 ti. f. xo. 

■4, 1 1 I X I 

V[i..5] = I. V[i-5]+2.V[i..5]+3.V[i..5]+4.V[r..5]+5.VCt-5] 

I 

i'V[i'«5] = i'i^ i-^f ^-Sf 1.4/ 1*5 
I 

+ 2.V[i-5] = 2.1, 2,2, 2.3, %^, 2.5 
. I 

= \ +3-V[i-5] = 3-1/ 3.2, 3»3f 34f 3-5 

\ z 

+ 4*V[i-5] = 4ir 4.2i 4.3f 4-4f 4-5 

I 

+ 5-V[i-5i = 5.I1 5*2f 5-3f 54. 5-5 
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Sßen beit cotniBinatottfd^en '^^erätionm/ Infofient fte auf 



S» 33. 
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S^pmfiiatHrcntm ZllQtmtintn. 



tw. 



^^ {tnb rntJ^me^Derfd^tebene (Stmiententet^en gegeben, man foQ äuS ben Slemeuten 
aUet btefer 9t/{|^en Sufamm^fteDungen bUben. l!)a0 l^ter mehrere, t^etl« gu Te^t t)er^ 
n^icfeften jp))er&t{0nen SJeränldffn^^ gebenbe Vnntfll^men gemad[)t werbeti Finnen, er? 
fettet anf ben «rjlen 5(nbKdfY man l&at fidji ieboc(> bi« je^t nur mit ber einfachen 
Sorauftfe^ung U^nüit, na^ welker jut (Srieugimg einer l^prm lebe 9tet]^^ eind i^rer 
eremente l&ergfebt, eine Xnna^me, welche ju Stit\\ittattn ffij^rt,' olSine bie bfe ^fnalpjpfr 
ipol^l m'e jn bem ®rabe ber SJoHfommen^eit gelangt wdre, in welchem ffe jlc^ qv 
gentpartig beftnbet» 



• '» 



. ;Dte (&lm(ntt ber crften Steij^e inigen burcf^ a, a, a, ••• a*., bte ber gtpetten 

za3r ia3r 

bttrd^: b, b, b •/. b..;. algemAtii b(e ^ uten Steige burdi^ n, n, n .,« tk\. %tyA^ 
net toe^tt, fOf baf olfo b«r 6to#'iur Säbung b«r Sartettonf formen fMg^tibci 
jS<|^ema'^at: 
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108. S«£itct 7li>i6)nitu 

Sla^ bet crflen Stccurfton^fbrmel selben bte %9tnm in init^r^^ii^vi Jütbrnrng 
^ert>or, xoi^xtvb hxtfc aUt bie formen in eine ®ntp)»e gufanimenfleat, welche fllet^e 



1 1 



§. 36. 

tbU 3nbicef Ut dlmmU erf^Hiien (ef beti SSariatfonf fonnen in aUtn GomUnatiotten , »H^t 
^ f[(^ auf i^ttcn hilhtn laffoi, uab icbe bicfet GombinotionSformm in aSen i^vta Serfetunaem 

2)af {nbet>enbenfe SSctfal^ren bei ber Ableitung ber SBariationSfermen ^ 
Xe^nlidS^feit mit bem bei (Srjeugung ber Gombinotion^fotmen mit SBiebetbolun^em 
2)ie niebrigfle Sorm bi(b(te fid) eben fo^ audf bie fucceffit) ^Ab^ten, fo lange matt 
bie le^e ®teDe erb6bete* Sobolb man aber einer anbem GteOe ein ^&^ere9^ Siement 
ert^eilte, f&Ste man oOe folgenben GteSen mit bem erfien Elemente att6, wd^renb 
man {te bei ben (SombinationSfbrmen mit eUn bem (S(emente befe^te, »omit man 

* « 

er^il^ete« Qtft nad^bem biefe folgenben, mit erjien (Slemenfen befe^ten Stellen toits 
ber ^inldnglid^ erb^Sb^t nnnren, gelangte man gu einer t^rm^ bie, al$ (Sombinationit 

form, bie nddS^fl^i^er« gemren n>dre. ffidre man }. fß. bei ]Cb(eitung Don V [i • • 4] 
ouf bie Sorm 144 gekommen, fo ijl bie ndcbflb^^^re 83ariationSform: 211, bie nid)fls 
Ifi^txc Somiinationöform aber: 222. 3u biefer Sonn, 222, fam man aber beim 
Sariiren auc^, nac^bem man bie gorm 211 fucceffit) in 212, 213, 214, 221 tt^b^t 
Ifattt. 2)ie ^Acbftt SariationSform wirb immer aui lauter b^^f^en Slementen be^ 
flehen, fo wie bie "fyi^fle Sombinationdform, mld}^ ftd^ aui ber Steige feiner ZtneU 
ger bilben (d0t. 

Unter ben Sariationflfonnen , fobolb man ft4^ ber S3e)ei(^nang bebient, ba0 
nur bie ben Stementen aDer. Steib^ gemeinf(baftß(ben Vngeiger in bie (Sonu>Iejrionen 
eintreten, beftnben fidf alfo alle Sombinationdformen , bie (tc^ auf biefen ^Cngeigeyi 
abUiten (äffen, b« 1^. aOe au9 benfelben gebUbeten {formen, »eldf^e bem Sn^alte nac^ 
Don einanber t>erf$ieben ffnb. ^ie fibrigen Sariationöfornten finnen alfo nur in ber 
Solge t^on biefen abipeidjien* SletradE^tet man nun irgenb eine SBoriationSform , |tt 
beren S3ilbting al\^ iebe brr.geg^bennQ ^Umsntmxci^en ein Stement tpn einer gemiffe» 



$&om ^atüfttu. L ^om 9$aninat an fi^. 



109 



^i^t beigetragen fjflt, f» ift tlw^i bft$ iebe btef» tkei^m jjebeS bec f{<( in ber Sforn 
befinbetibeii 6Iemettte )itt Si^bttng ber Sonnen bevgeben Um, b. b* bof eS aufer jener 
%0xm M^ mehrere anbete gebe, moxin biefrlben SnbiceS |inbr fa# baf nocb nnb na<^ 
jeber Snbejr febe 6teQe einninimt, ober bai iebe 8ol^^ b^il^n aum S3orf(^etn fommt. 
' £)ie allen (Slementenreiben genteinfc^aftlid^en 3ttbice6 erfreu 
ntn «Ifo bei ben SSariationIformen in allen Sombinationen» unb 
iebe biefer dornten in allen i^ren Derntutationen. 

WtoA hnn alfoi um einen Inbegriff wn SariationSformen ju erjeugen, 2uer|l 
olle QontbinatipnSfjmnen att6 ben ^tjetgem büben, unb jebe berfeAen yermutirem 
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• 

1233, r333t «22i ^^^3» «33^ 2333; 3333 

iS^St 3133' Ä23«f 2323, 3333, 

133^' 33i3# ^322/ 233-i/ 3333r : - 

2133' 333^ 332ör 3223, 333«r 

8313' 3a3»' :.:»:.* 

ß33ir ' 33««' - ' 

3123, ' ' 

3'^32' 
3^i3f 
3231 f 

33^J^' 

33^«^ 
©oQtcn bie Steigen ber @(emente, oud benen ftc^ Sariationöformen bitben foDeti, 

aUt ibentifc^ fe^n/ fo bebeutcn bte 3inieiger bon gleichem 9{ange in ben 6oin!||>Imonen 

anö) immer ba{fe(be Clement, unb aSe bie formen al\o, toelcbe nur in ber Solge ber 

Xn^eiger t)on einanber ahxocicl^zn, ^atii biefdben f^ormem 

Wlan ^at alfo a($bann nur nht^ii, ade 6ombinationSformen ani bm JCniei- 

gfrn 5u bi(ben, unb jebe bcrfelbcn mit ber 3abl M Factor ju t)erre^en, toeldj^e an* 

jeigt , n)ie oft ffcf^ jene Qletnmtc t)erfe^en lafTen« SBenn jebe (SombinationSform i>on 
k 
C[r««ii] fo oft genommen n^ben foQ/ M ftc^ i^re (Elemente t)erfe^en laffen, fo 

.k . . 

foQ bie$ im Sofgenben burd^ ba6 Seichen |>C[i*«n] angebeutet toerben« 

k 

@inb alfo alle k Cfementenrei^en , »orau8 ftc^ Vc^-n] bitten tfott, iben* 
tifc^, fo fjl: 

k k 

unb bie StecurfionSformel : - 

k k-I k-I k-X k-i 

t)erYoanbelt ffdi^ in: 



SJom SßavHven. I. ?Bom SJArHren an ftc^. 



lU 



k ^ k-i k-i k-i l-i 

^C*[i..d]= pC'[C..n].i + |>C'Ct..n]a... + pC'£t..n].r.,.:f-pC'[l-.nln 
fö wie: * • 

•L * !l-' >-* k-» ' k-i 

Vfi..n] = I. V[i..n] + 2. V[i..n]... + r.VCf. .*>!.♦. + n.VCr.ai] 

itt: - . 

A' V^' k-l - 4-, l_i 

— ja 

;>CU**3]'« = U.2, a.(ia,2), 2.(13,2)1 M.a, 2.(23»9), 33*2 

2 ... 

[l.. 33.3 = II.3, 3.(12.3), 3.(13.3), 38.3, 3.(23.3), 33.3 • 



• • 



B. iQon btt aSftbnns bet SQaxiation6fotmcn au8 untoffftitibigcn IRctl^cn* 



> • 



^tt ietit l^ol^en m'r ittiS nur mit bem fyecietten SaDc befd^fttgt, ba$ bte 
'Sttiffvx f Mi »eld^eo f!d^ bie jBartatümSformm bitbetu «oaftdnbtg aDe Slctnente ent^ 
boltett* aSad^t man nun aber bie SovauSfelung, ba$ In ben etsjelnen Stetben (Sle^ 
mente feblen, fo «oerben bie oben abgeleiteten SttiHn einige 83erdt^nmgen erleiben 
mfiffeni obgleid^ baS SefentUcbfle bevfelben ttNt)erdnbett bleiben mnfL 

Sie m'ebrigfle Sonn mnß immer bie fe^n« moiu j[ebe Sleiftf ibr niebrigßeS 
Clement (ergegeben M# dlei4$iel| »08 e« ficr einen Stong W. Sinb )» S/bie 
«eilen: - • 
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gegeben, fo tfi bte niebt^e tBamttonSform auS benfelben a, b, c, d obet Xdiir 
benn iebe 9{ei^e bot t^r mebrigfied (Sletnent }u i^rer (Srieiigung bar« IDic 6r^i($ 
barfett einer ® teile erfennt man baran, baß bte Steige, auj tpeUj^er fte (Elemente 
annimmt, nocf^ ein ^5(ereS (Element eltt^dltraU ba8, ttelc^S in tl^ ^el^et. 0it(bt 
man bie f))dtejl er^i^bare ®teDe auf, fe|t vx fte ein fo wetiig a(5 miglic^ ^6^ere9 
(Element, imb f&Kt ade fol^enben ®t^Ilen fo niebrig al8 möglich aitf, »el(^8 baburd^ 
gefdf^eben muß, baß il^re Steil^en i^re niebrigfiten (Elemente baju ^ergeben, fo totrb 
man bte nd(^{!b6^ Sotm abgeteftet |a6em 3(1 }• S. au6 oMgen Steigen bte Sonn 
121*4 gebilbet, fo iß bie britte ^tfOe^bie f))(ltefte, »eldSie einer (Erl^i^ung fd^tg tfl; 
fegt tarn baS (Element hinein, »elc^e«, anS i^rer Steige genommen # bat ndc^flf^i^ere 
tfl, unb giebt ber legten ^XiOt ein fo niebrigetf Clement alt miglid^, fo l^at man bie 
nd(bji^6l^ere Sorm 1231« 2>er ®ang be6 Skrfal^renS tfl alfo im XOgemetnen berfelbe, 
er wirb iebodf^ x&ij/i fo rege&ndßig fe pn , inbem man immer bie Snbii^tbualitit be$ 
QegenflanbeS \xcl Vttge l^aben m)x^. 

3* S3. bie Sartattondformen, welche ftd^ au» obigen Steigen erjengen taffen, 
ftn* folgenbf: 
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§. 38. 

m 

/ 

Sütcuttittxihtt Serfa^en. 

2Cu^ bte recum'renbe Siegel ftnbet ^itt mit ben ge^öngen iBefdE^rdnfungen i^re 
2(nwenbung. ^at man aui gewifTen Steigen aUe SanattonSformen erzeugt, unb 
fimmt eine anbete (^inju, fo totrb man ieber fdS^on gebilbeten Sotm au8 ben fr&^ern 
Steigen fuccefllt) jebed Slement ber neuJ^injugefornmenen nac^f^^en, bamit SSattationd^ 
formen tl^rt)orgeliien , weldf^e au^ aUm t)or^anbenen Steiben gebi(bet »erben f Annen. 

sf^at man }. S3. auö ben Sfet^en: 

I a 3 
a, a, a 

a 5 
b, b 

I 3 

c, c 

ben öoUjldnbigen Snbegriff aller SJariationSformen erjeugt, 

121, 123, 131, 133 
221, 223, 231,- 233 

3^1/ Sas» 331 # 333 

2 5 

unb tommt eine neue Steige d , d ^intu , fo wirb man ben t>orflel^enben Sotmen bribe 
(Elemente nac^fe^en, um bie Sormen }lt erhalten , ioüifye fidf aM fenen 4 Stülfin 
btiben (äffen. 

121*2 1 123.2, 131.2, 133.2 
221.2, 223.2r 231.2^ 233.2 V 

321.2, 323.2, 331.2, 333.2. 

121.3, 123.3, 131.3, 133.3 
221.3, 223.3, 231.3, 233.3 

32r*3r 323-3 # 331.3 r 333.3- 

£)er 6a^ aber, ba£l bie 3Cnieiger bei ben Oarfationöformen in allen (^mbi^ 
nationen erfc^einen, n^ot^on iebe ber Sfonnen permuHrt ift, ftnbet l^ier nicf^t f{att. Qi 
(6nnen fo wenig aUt SombinationSformen Verborgenen, bie ftc^ aui bem a0en Steigen 



?Bom 5Jani«n. "" U,- ajow fBarJirctr jn (eftfmmten ^iuoimeit» 115 

t 

gemeinfc^aftlk^en Snber bi(ben (aff^n, nod^ f innen iit f^ormeni xotl^ Um Snl^alte 
nac|^ oon eimtnber t^erjc^iebcn ftnb, in aQcn SSerfe^ungen erfcf^einm, benn nic^t iebe 
Steige bietet jebel S(ement jur Silbung ber formen bar* 



IL SSok SBariiren 5u beflimmten ©ummen^ 

§» 39. 

S3om SatHttn a« 6e|limmt(R 6ammMi imKIIigcmtincn. , 

Xucb unter ben S3artation9fonnen ju einer gen>t{[en JCIafTei ober ^vA einer 
gegebenen 9ßenge t>Qn SIemenfenreiben gebtlbet, mirb mwi foI4^e iva^me^men, loeU^e« 
n)enn man bie SnbiceS ber in i^nen entll^a(tenen (Slemente aufammenii^Iti biefelbe 
Summe barbieten. 2)ie 9tege(n, nadf^ weldf^en man btefe formen unab^jngig )>on 
ben iibrigen 6om)>le)r{Qnen barfleüen fann , foQ ber ©egenßanb biefed JtapiteU fevm 
2(u(b bi^ tt>ii^b man, ber S3oDfldnbig!eit unb XHgemetn^eit ber Setrad^tungen toegen) 
Elemente mi jur SBetradE^tung sieben mfiffen, beren 9tangaa^len o ober negatio ftnb* 

Sie nfebrigjle SBartationöform ifl nun betanntlidE» biei in weld^er aOe Stellen 
mit niebrigften SIementen befe^t # bie \hij^t bieienige , in be? aUe ^^Xt^Ü^in mit ^icO« 
den dementen angef&Qt ftnb, bie erfie wirb oon ^tn bie niebrigfk, bie (e|te bie 
^hiiiz Summe barbieten. 3ji nun alfo bie gefoberte Summe niebriger a» baS nie« 
brigfle S(ement fo oft genommen i als t% bie Ataffe anzeigt, ober bi^er, als bo« 

^id^fie (Element eben fo oielmal genommen, fo ifi bie Soberung ungereimt 3fi 

k • 
bal&er m an fi4> eine pofttioe 3ö^lr fo pnb bie 2Cu«brficfe ^''""*V[q'.;.r] unb 

^'*°V[q-r] Unm6gli(|>e« fobernb* 



X 



Ii(> ^ IV et t er 5ft»fcl;iutr. 

A. ?lUon bet ^ifbung ptiijclner Äfaffen ju i>üV9efd[;rie&eirtn ©ummcn.^ 

Dfe niebrigfle %oxm, ober bte/ in «Deichet aUe Stellen t)on ber erffen &td jur 
bocbftcn ro niebrig M miglidE^ befe^t ffnb, bitbet ftcf^ natfirlidE^ baburdb, ba^ man 
alle Stellen aitper ber legten mit erflen SUmenten anfüllt / unb -^rfl btefer baS Sie- 
ment ertbeilt/ n^eldgied bte ®nmmc eVgdnjt ©el^^en bte (S(emente in unbeflimmte 
SBeite fort , fo reicht biefe 9f egel bin ; bred^en fte aber bei einer gewifTen ^6be ai, 
fo fann ea ber %aü fe^n, baf ein fo bo^ed Slement tiidft Dorbanben ifl, um bie ge^ 
foberte Summe bamit ju ergdnjen» Sn btefem SfoKe wirb man ber legten Stelle 
baö f^id)9t Sfement ertl^^eilen, n^elcbeS t^re Sleil^e barbietet, unb ber njc^flniebrigeren 
Stelle barauf iaB (Sxi&niun^^'^&ement geben ; feblt aud^ baju noA ein btnl<ing{t({i 
bobe9 (Slement; fb n)irb man audf^ in biefe Stelle bad ^icbfte fegen, »elcbeS ibre 
JKetbe b^rgeben fann, um barauf bc^ ndc^^ftniebrigeren Stelle bad @rgdnjung8::ISlement 
JU geben u. f. xo. 

^at man, um au5 einer $orm bie ndcbjlb^b^^^ abzuleiten , bie '^6d)ftz Stelle, 
n)etc^e eine (SrbSbung oertrug, ^t^b^zt, fo muß bie Summe ber übrigen Elemente 
Weiner werben, wenn bie gefoberte Summe biefelbe bleiben foff. ©iefe ©miebrigung 
f innen aber bie üor^erge^enben Stellen nidfit erleiben, wenn man bie ju erf^6(ienbe 
Sorm nicbt erniebrigen will. SoU'alfo eine Stelle er^öl^bar'f^pnr fo muß man nacb 
ber (Srb&^ung bie folgenben iSteCen ' fo auöfiillen f 6nnen , baß bte Summe wteber 
ben)orgebet, unb ba biefcö 2fu6ffillen nacl& ben Siegeln beS SSarüren« mit niebrigjicn 
Elementen gefc(;eben fann, fo muß nadf^ ber Sr^il^ung wenigflenS noc^ fo ^iü an ber 
gefoberten Summe fehlen, al« bie Summe fo m'eler niebrigflen Elemente betragt, wie 
nocb nacbfolgcnbc Stellen »orbanben jinb* 

Sinb, alfo binter einer Stelle alle folgenben mit niebrigflen (ElementO! befegt, 
fo fann jene SteUe nidf^t mebr erbibbar fe^n. Um alfo bie nadjifolgenben SteOett 
fo niebrig atö m6glid^ auöjuffiHen, befege man 'fie mit niebrigflen (Sfementenr unb 
atbeile ber 'legten bad Clement, welches bie gefoberte Summe wieber ergdn^t. ®e|^en 
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« 

nun bte (SUmenU in imbeftimmte iEBette fort, fo retd^t tiefe Siegel ^itti bred[ien fte 
at^ev bei einer gnoiffen ^6()e ob, fo fantV ti fepn, baß efn fo ^o^ti (Sttmtnt, M 
ftu ienet ^rgdnaung nitbig ift, nic^t t)otbanben ift, in: ^»eld^em SaSe inan eben fo, 
wie bei Crjenäung ber niebrigjlcn gorm Derfäbwn wirb. (§. 4O 

^at man nun bti ber Sr^ibund. irgenb einer @telle bte nad^folg^ben mit 
niebrigflen Elementen f' bie (eilte aber mit bem- b^b^r^n.'fivsiniundS^ Elemente befej^, 
fo »irb barauf b.iew9orU|;te @telir u^jet^rT^b^bbar n>etben^ unb bad fucceffiüe <Er> 
^i^tn berfelben gefc^ie^et babitrcf^, -ba^ man tl^r iebetmal eine Sin^^eit iulzQt, mdb- 
renb man bie kliU um eins t)erminbert| wtl^ii fo tätige forfbauent wirb, bx$ bie 
leite ettUt ein niebridfteS Clement beft|t. 
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114, 133, '33. 141 

213, 332, 231, 312 

32r, 411. ' 
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-X02, -III, -120, 
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0-J2, 601, " 010, 
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112, 121, 130, 202 
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j^a bie Snbtceö bcr Elemente bei im 93anationdformen in aUm Qomhinatm 
nen erfc^einen, t)on tenen jebe f^orm ipermutirt ifl, unb ba aUe 9)ermutattonSfDrmm 
biefetbe @umme gtben, fo muffen bei ben S^ariationdformen )u beflimmten Summen 
bie SnbA(t$t)errc^iebenen %oxmtn in aUm ibren SSerfe^ungen erfdE^einem Um baffer 
aUe SBariationöformen aud gen^iffen Sfei^en ju bi(ben, xotldft einer «»ovgefct^rieBenen 
Summe angeb6ren, braucfit man nur aQe Sombinationdformen ju berfelben Summe 
aui bem jenen Sieil^en gemeinfd^aftlicf^en Snber iu erzeugen, unb iebe berfelben ju 
)>ermutiren. 3* 83* 
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§. 41. 

sSfjfcutrircntf«SJcrfa^reii. 

@e()en bte @tpnente in unbeflimmte SBeite fort, fo beflanb bte niebttgfle Sorm 
ajd tautet ntebri()j}cn ^Ummten, außer in bcr (e^ten @telle, wo {te bad C^g^niungd- 
6iemcnt befaß. @onbert man alfo iai txftc (SIement bauon ai, fö muß bte nie» 
bn'öjle gorm ber n^cbjiniebrigeren ÄIa([c entftel^en, welche einer ®ummt ange^rtr 
bte fim fo t^iel geringer, aU bie gefoberte @umme i(l, alö ber Snber beS niebrigf{ea 
.eiement^ einleiten in ftd^ faßt, benn in \f)x f!nb aße @UUm bon ber erjlen an bis . 
jiir \)b(i}Hcn fo niebrig aI6 m5glici[) befegt« Wtan erbobete nrn bie folgenben Stellen 
nad; ber anfjnglicben fo (ange, bi$ fte feiner @rb(bung mebr fdbig n^aren, 6. Ib- ^i^ 
jene burdE^ 3Cbfonberung be§ erflen @(ementö entf!anbene niebrigfle Sorm bis )ur b^^- 
jfen erb^b^t w^^* ^i^ niebrigf(e £)rbnung beflanb alfo au8 bem Snbegrife aller 
S3ariation§formen ber näcbflniebrigeren A(affe, ju einer @umme, n>el(^ ber anfdng^ 
(idb gefoberten weniger fo t)iel @inbeiten, ili bad niebrigfle @(ement fn ftdS^ begreift, 
gleicb war, benen ba6 niebrigfte @{ement wieber t^orgefe^t war» Sft a(fo bte ge> 
fobertc ©umme = n, bie Älaffe = k, unb bie Elemente = p, (p + i)# ♦.. fo 

ift bie niebrigfic Orbnung = ""^Vp»*]- ®m ^uf biefelbe Ztt bitbe« fic^ aQe 
fot^enben ^(affen. 2)ie niebrigjte Scrm ber rten «Klaffe nacb ber anfänglichen M in 
ber erflen ©teQe baö (Sfement p+r, in ben folgenben baS niebrigfle (Slement, p, unb 
nur in ber U^Un baS @rgdn)ung§ s (Slement: ® onbeU . man alfo bad (Slement ber 
erflen ©teile abj fo bleibt eine gorm beS k-iten ®rabe« fibrig, we^d^e, au5 ben 
anfdnglicb gegebenen QlcmznUn gebitbet, ber ©umme n(p-|-r) angebftrt; unbi jwar 
bie niebrigfle, welcbe ftd^ bilben (dßt, benn aUe QUÜtn bon ber erflen bi$ )ur b^< 
jlen finb fo niebrig ald möglicb. befei^t. 9Ran erböbet^ ..barcuf alle folgenben CttUm 
nacb unb nacbi bid fte fo bodS^ al§ m5glicb befegt waren r b* b* »<» bie rte JDrbmmg 
nadf) ber anfdnglidE^en ju bilben, leitete man ben 3^Wgiiff aller JBariattonJfotmen 
jör Älaffe k-i unb Summe n-(p+r an$ ben anf(!nglid[> gegebenen (SIemhiten 
ab, unb fegte ibnen p+r »or, fo, baß bie rte Orbnung nadj! ber anf({nQli<^en 

k-i 

_ ""^P+'^Jy [p..]. 2)ie bmie Drbnung wirb nur ^auS einer gorm befleißen. 



r 

^om ^axiixtn, II. 9ß0m ^atiittn jn hlißmmten ^nrnmen^ 121 

wel^fT in «Uentin^foläenbctt ^euUtn AiAti^ft^^ Qtltmtnte i in Uf «r|ten al^er-boj €t$ 
gdnjenbe (Slcment beff^t; ifl atfo bie ÄTaffe k, fp begreift fie (k-.i) mckl baJ^nfe«. 
•btigfle (Slement, bie %umme aller biefcr iia^fo(genben @teDen tft offo = (k-])p/ 
unb ber Slang beS ^6c|)f!en 6Icment$ in ber ^orm tfl = n-(kpi)p^ n)eI4ier alfo 
autb bie 1)bd)^t S)xinnt^ ifl. Wldn bat alfo folflenbe 9Jecnrfion8forme( : 

-Vcp..] = "-p^vV.] + "-VtiV[p..]...-+ "^^p^fvcp..]... 

gur p = i iji alfo: , , 

S)anacb bilbet (tcf^ }: 8$. 

iV[r..] = I.I3' i-M; X.31 



~- V + öVri-} = 2»I2, 3.21 

+ «V[i..] *= 3." 

«*-•■■ • ' • 

-«*V[-3»'] = -3'-23f -2.-13* -3.01,-2.10^ -3.4-1, -3.3-3 

► . ' " ... 

+ -lV[-3»*] = -I.-a«^ -I^-II/ -I-OO; -I.I-I; -1.2-2 

+ o'VC-2*-] = 0.-81^ 0.-I0, O.O-I, b.I-2 . ' 

8 
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122 Breiter ^bfd^nitu 

jDunl^ bieftCften 6(^(fiffe, wie bd §. 35, fan» man obige Seottfionlfonnel in 

k-i k-i 

Sfir p = I iji f[e: 

k k-X k-i k-x 

k-X 
+ ^"'V[l-.](a-(k.i)) 

= V[I*.]-I = iI4»»f 123.1; I32.I, I4I.I 

3x3.1, 222^9 231.I, 312*1 

32I.I, 411a 

3 
4-^V[l*^]*2 = "3»a, 122.2, I3I.2r 312.2 

221.2, 311.2 

+ *V[i.-].3 = "2.3, 121.3, 211.3 
3 

+ 'V[i-]-4 = 111.4 
ferner : 

3 a a a a 2 

*V[o..] = *V[o..].o + 'V[o..].i+«V[o. ].3 + 'V[0..].3 +'*y[o..].4 



= *V[o..].o = 



040, 13.0, 33.0, 31.0, 40.0 



+ V[o..].i = 03.1, I3.I, ai.i,- 30.x 



+ ..S:&C[p..3 



9$om ^arttren. Ü. i&pm ^avHiren ju (eftimtnten ©ttmmen. 123 

a 

+ 'V[o..]-3 = oi-3f 103 
2 

+ ^V[o.0-4 = 00.4 

» 

Ginb bte eiemmtenretl^m aUe tbenttfcf», fo i^emonbefo ftd^ affgemein bte Sie*- 
urftoij<fonne(n in: 

n.(k-I)pp' 

Dbrr : fbr p = X : 

k* k-i k-i k-i 

k-i 
+ ii-(k-i)p^t'*»]' ^ 

k k-i k-i 

;Cp--] = "•%€[?..]•?+ ""^^*'JC[p--](p+o... 

k.i k-1 

+ ""^^^^^LP^.KP+r]... + ^^-'55C[p--](o-(k.|)p) 

f&r p = I ifi: 

k k-z k-l k-l 

;C[i.O = "•JC[r..]-i+ "•pCri'-]-2..^ +,""jC[i..]-r... 

k-I 

+ ^'jCCt-Kn-Ck-i)) 

ffiaS bte inbipenbente ^rjeugung ber einzelnen JDrbnungen anbetrifft, fo ifl 
biefe« an< ber 2(b(eitung ber StecurftouSformel fdE^on Kar. 



124 ^weitet 3C6fc^n{tt 

B. 9Son ber.^BUbung affer' Ätaffen/ »cW^ bd tow^cfd^riciener ©rnnmc 

tttJgttd^ flnb^ 

• ■ 

S. 42. 

CoA ^er Operation im ZUstmtintn^ 

• » 

3^ tie @umnie nnb baS niebrigjie Slement, toorauf bie fibtt^en hii git feber 
beliebigen ^ö|;e folgen mögen, gegeben, fo tfl bie Xlafft oft nidS^t me^r xoiüt&f)xliö), 
bie m6glicl^en J(Ia(feiu Sirponenteo n^erben in gewifT^n Sf^Dfen nidS^t nnbegrdnjt fepn, 
tod^renb fte in anbern SdQen jebe beliebige pofttioe 3abl fepn f6nnen* 

Sangen bie Elemente ber 9teiben mit negativen SCnjeigem ober mit o an, mtb 
»irb eine po\itxi^t @umme gefobert, fo fann man fo Diele @teOen aü man xM, mit 
bem niebrigflcn demente befe^cn, man wirb immer, ba jebed pofitioe (SUmtnt gu 
@ebote {lebt, in bie ndcbflfolgenbe @UUt baS 6(ement fe^^n' f5nnen, welcbeft., bie 
Qimm^ ber fruber gefegten etemente aufbebenb, bie gefoberte ©umme betüorbringt 
2)a nun ferner unter ben QUmtnUn iebed pofttit)e angutrefen ifl, fo m\x^ aiid) tinS 
babet fe^n, »elcbed mit ber gefoberten pofttioen @umme (ibereinfommt , unb loeldj^eS, 
für ftcb gefegt, bie niebrigflc klaffe barfieüt« fangen alfo bie Xngeiger ber Elemente 
bei einer ncgatii^en 3abl ober o an, unb iß bie gefoberte @nmme po^ti\), fo ifl jebe 
Jtlaffe m5g(t4i. 

Sfl bie gefoberte &ummc miati\), unb reid^en bie negatit^en 6(emente fo lotit 
btnab, wie bie @umme, fo ifl baburcb bie erße .^(affe mi^liöf. 9Ran fonn aber 
aucb mit biefem niebrigffen Elemente fo t>ie(e Stellen befegen, aK man wiü, unb 
toirb immer in bie folgenbe ein fo bobeö )>o{t tioe» <£Iement fegen f6nnen, ba^ bie 
6nmme ber gefegten negattoen Elemente baburdj^ fo weit aufgeboben wirb, baf bie 
gefoberte @umme übrig bUibU 2((fo au(^ in biefem $atle ifl iebe A(affe bcnfbar. 

(Sans anberd tfl eö, wenn bie Elemente, aud welchen man S3ariation8formen 
jtt einer pofttit)en eummz bi(ben foQ, mit i anfangen, unb in ununterbrod[^ener 
«eibe fortgeben. S>it, erfle Älaffe ifl immer m6gIidS>, benn ti giebt m etÄient, 
we^eö mit ber @ummi ubereinfommt. »efegt man aber au^ aUt ®ttütn fo niebrig 



9Som Naturen. IL ajom Satifven }u fecflimmteti ©ummciu i;>5 

M tiiidHd^fo lofrb.. man to^, ol^ne bfe t)^rgcf(l[»r{e(ene ®umme ju Aberfdfireiten, 

iridis mil^r' «(& fa iNel GteOfm befe^en f&xnehv »te bte- gefpberte Summe atrjeigt. 

.Coli man aifo ou< b«n Elementen. 1,2..«. Samttonjforme» gut Gmitme n btiben, 

.ff fnb mir bte n erften.JtlafTen möglicb» Um bec Sfobermifl'eüt QknÜQt jn (etjlen, 

f«mi man offo^iebr Klafft fyr.fid^f^rjaigenv unb ber 3nbegri|f aOer btcf^r formen, 

ioe((^ fn axitfymoQtcflp^^dftt |Drbiitrag'.^ert)orge()en^ mirb bod äSetfangte barftedett. 

r .' IBir tDoQen: uns )ur-|6eietdi»wins aOer formen, .»eU^e fid^ auä ben 6(ementen 

1 • a . : ; -iiir evcmtm n bflbeir laffm ^ beS 3cf d^en« '^V [ i • . ] bebfenem 

+ ^V[i*.I = 15; 24, 33, 4^^, 5t / 

3 

+ ^V[i.j = 114, 133, 132, 141 

313, 282, 231, 312 . 

321* 4^1 

'+ ^V[l-] = 1113/ II22, 1131, I2I2 

I22I, I3II, 2112/ 2121 

22II, 3III 
5 

4- ^V[i*»] = 11112, 11121, 11211, 12111; 21U1 

6 

GoQen jebodl^.bte formen in lmcoQxap\)ii6)tx SDrbming l^en^orge^en , fo tft ein urt 
fptütiili^ti Serfa^ren n6t^tg. 

3iibef>ett5ente6 IBerfa^ren. 

jDte niebrigjie %oxm, ober btt, m weld^er aUe Stellen t)on ber erflen an, fo 
nfebrig ali miili^ befe^t {tnb, if{ offenbar bte^ welche lauter erße Elemente mti)ilt, ^ 
ober bie, toeUfie bte j^idj^fle .ftlofe barfleOt. 



Um eine Sotm jtt er^i^tn, tvit^man bie le^fe euUz:^ni€ )i» &;(6^g. ^ 
^en {innen, weil babnxö) bte Dorgef4^nrbetie*®amme üei^6$[ert iD(rben:tefitbe, ttemi 
man m4^t fr&^ere @tellm crmfebtigco tooHte, »eUfieS aber bte : Sonn nicf^t eri^öb^ 
fonbern fte erniebrigen ^tefe. 69 mfiffen na^^ einer )tt et^6^enben GteOe nocb €l€* 
mente nacbfolgen, toelc^e niebrtger befe^ »erbe« mfiffen, folttjene ein ^f/na Cfe» 
ment befommt 2)a nun aber unter ben abiulettenben 'formen bie oQer dt(«fr^ Mo 
ber erflen hii jur nteur »enn n bie gefoberte ®mmne ifl, wxtomnun, fe. folgt,. bap 
mm auf bie SRcnge ber mäf ber. erbi^eten toieber auöiuf&aenben ®tcQeii. burd^itf 
ntcbt ju feben f)aU, fonbern nur, bap man folgenbe @teOen fo niebrig alA. miglt^ 
befe^t. jDiefeS toirb über immer gef^^eben, toenn man fo oiele ©teilen mit erßen 
(SIementen auöffiOt, ali nocb Sinbeiten an ber gefoberten @umme fel^^len. SBie i^iel 
Stellen man alfo auf folcbe SBeife befegt, b^ngt t>on ber 4Snbit^ibuatitdt ber iu er^i^ 
benbcn Sorm ab, man wirb oft nur einei oft fogar gar feine nacbfolgenbe GteOe 
befegen mAfTcn, toetcbed gefcbiebet, wenn burcb bie Srbi^ung felbjl fc^on bie gefb^ 
berte @umme bargefleHt wirb, ^a nun bie minbefte Sr^ibung eityr @tel(e um eine 
Sinbeit gefcbiebet, iuxod^tx er(i6bung bie nac^folgenben @tellen ben ®toff l^ergeben 
muffen, fo folgt, baß jebe ®UWt, hinter welcber no(b ein (SIement, xozlö)ti a aucb 
fe9, nacbfolgt, ober, baß ieberjeit bie ooriegte eteOe erbö^bar i% X>\t Sftegel lautet 
alfo folgenbermaaßen: man ex^i^c bie t^orlegte @telle um eine Ginl^eit, unb fteOe 
ibr fo ütel erfte Elemente nadE^, bi$ bie gefoberte @umme ergdnjt ifl; beftgt bie legte 
@telle baa erfle Siement, fo wirb man gar feine Stelle nadf! ber tx\)i^tUn befegen 
b&rfen. X>ie b^ße Sorm barf fein i^orffergel^enbeS Clement me^r entl^alten, in i^x 
muß alfo nur eine SteUe befegt feym 
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I2I2, 


I32I, 


123 




13^^' 


133, 


14'' • 


»5 




21111, 


2II2, 

1 


2121, 


313 




2211, 


232, 


3311 


34 




3"I' 


31a» 


331» 


33 




4"/ 


42, 


5I' 


6. 



?Bom SSattfreti. IL fBom SSarüren ja heßmmten ©ummcn. 127 



'V[i..] = 
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» "3 
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133, 131 
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Sttcuttittnhi^ fi^ftfal^ren* 

2)te niebngfle %oxm enthielt nur erfle Elemente , gebenft man fid) alio bte erfle 
teile berfelben wegr fo bttiht eine %om ber um einS mebrtgem Summe übriQ, unb 
>ax bie ntebngfle^ xotl^e ftc^ ju berfelben aui ben gegebenen Elementen erjeugen 
ßt ^an etb^^ete nun ade ©teilen au0er ber erften fucceffit), bis fte ferner 6r()6^ 
ng mel^r fd^tg warm, ober bii eS unter ibnen Feine t)or(e^te Stelle me^r gab, um 
ibann auc^ ber erflen Stelle ber Sorm baS nddl^fl^i^ere Slement ju ettbetlen, b. b» 



■ * *' 



1^8 



anritte« TShfdfnitt: 



# 



man bitUU, um bie «rj!e JDtbttung j« »rjeuften,. t«? Sntegrtff aDet'^ SSariätionöformen 
jur nac(ff!mebrigeren @umnK, unb fe|te. it}nen baS erfie Clement t>or. Xagemeftt, 
inbem man bte erfle @telle mit einem htm (Sfemente er^6l^ete, um bie niebrigfle 
^orm tet hten Orbnung atnuUiUxii befehle man aUe folgenben @teSen mit lauter 

* erffen Elementen/ ober, man hilbttt bte niebrigfle Sonn gut anfAnali^ gefoberten 
^urnmz n>enigec h, unb fe^te t^r iai hte 6(ement t>or. 2)ie folgenbetf 6teIIen, 
i9eld[}e alfo iene niebriglle f^orm Hlben^ ^][^6^ete man barauf fo lange ^ hii Uin t>ors 
letztes (Skmtnt mel^r \>ot^anbm toax, e^e man. bie erße, mit' einem hten Elemente 

• befegfen @telle angrif , um i^v baö h + if!e ]u ertl^eilen , b« f). bie hte jbrbnung tfi 
nic^tö , atö ber Inbegriff aller SariationSformen jur gefoberfen @umme tveniger b, 
benen ba$ hte Clement Dorgefe^t tjl. 3{l olfo bie anfdnglidf^ Dotgef^fnebene ®umme 

= n, fo ijj bie hte Orbnung = ^"h.V[i**]l} i« weidSjem 2fu6brudPe aber h j^Jc^s 
fien$ = n n>erben {ann« wenn man ntd^t bie S3ariationdformen ju einer negatibetr 
@umme asxi lauf er poj^imn Elementen ^ alfo etn>a$ Umn6glicl^e8 t>erlangt. 

JD«t »««brucf °V^[i.. 3 jeigt. bann «b«if lauter jmfcefelte ©teOwi, ^.Vt'-O 
alfo bte %i>m.u an. X)U 9i(furffonöfoi;nuI tf^^ba^er folgenbe: 

3. 95- 

+ i.V[r-] = i.ii, 1*2 
-f- 3 == 3 

, V 1^**3 -= i.iiir, I.I12, i.Mr,' i.jcg 

"+ tV[i..3 = 4.1 

+ • 5 . ^^ S ' '■ ■ ■ 
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Ttmomhm^m ber rernen (Sombimtion$Uivc auf bte TtmWi^. 




© I n t c t t ti n g.. 

1- 

d)on in ter Elementar ^ 2Crtt^metif bebient man ftc{^ aügememer 3e(d[)en, bamit 
ftd;^ bte Unterfud^ung nid;t auf einaelne %iü^ befd^rdnfe. 9Ran btmift i. 83. nicf^t, 
baf (4*)^ = 4% t«f (2*)i = 2% fonbem aOaemem, baß (a^ = a" ifi; mö^ 
gen nun a , r unb n beliebige 3a^Ien fepn , ber @ag , baß um 9)oten} ju einer an^ 
bem ICigniMt erhoben, nid^M anberS, M eine Voten) befTelben ©runbfactorS \% 
welche 3um S]c)>onenten ba8 Vrobuct ber beiben erßen (Sjrponenten 1)atf bleibt f&r 
oQe toa^t. Unter bem Seicf^en a^ t)erfle^et man jebe 9>oten) t>on a, man t^erffe^et 
unter ab ein ^^robuct ani ieben beliebigen jtDet 3a(Ien, unter log. a ben £oga« 
tit^mtn irgenb ieber 3a^( u. f. f. ®e6t man nun naä^ unb na(|^ für biefe 3ei4)en 
^eflimmte SBert^e, ober Safilen, fo tt>irb man fuccefTiD aOe bie einaelnen Sdae erl^alten, 
welche in jenen allgemeinen Vuöbrfitfen enthalten ftnb. 

übn man tarnt unb muß unter biefen allgemeinen 3ei(|ien in ben barauS 

'}ufammengef e^ten Zniixüdm einen toefentlicf^en Unterfc^ieb mai^m. 2>er Xuöbrudt a^ 

jetgt nicbt aUein eine iebe 9)oten) t)on a an, fonbern er fiellt aucb aUt biejenigen 

IS 
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Säulen aU^mtin t)ot, welche auf bte f)oteni Jb erhoben ftnb, et bebcutet enblict^ 
brittenS and) aSe benebtge Säulen , xoüd)k auf alle beliebige Dotenjcn erhoben ftnb. 
GoU ber Xu6bru(f bie erße Sebeutung ^abtn, fo gebenft man ftcb f&r b aOe be^ 
ffimmte SBertbe gefegt, unb man tx^ilt baburcf^ ©rö^en , toeldf^ aUt ben ©runbfactor ^ 
a 1)aUn, unb jebe eine getDiffe 3abl vxm dxpomnUn beftgen. @o ifi eS. au(|^ mit 
im jmeiten, fo anö) mit bem britten %aUe. 

2(uf biefe SBeife fann man in jebem beliebigen au8 allgemein auSgebr&cFten * 
®r6|len. {ufammengefegten XuSbrucfe einjelne biefet @rißen fo bettacl^ten, oIS »oOte 
man für fte, »dbrenb man ben fibrigen ibte SScbeutung Idgt, fucce{fit> befümmte 
SBert^e fubflituiren, unb bann b^i^n biefe ®r6ßen bie «^au|)tgr6pen beS Xud- 
itud», biefet felbf( abet bie Function jenet «^au|)tgt6fen. £ie fibtigen ®ri|en, 
n)e[(l^e ibte SSebeutung unabdnbetli(|^ bebalten foQen, b^pen 9tebengt6fen, unb 
n)erben gen)6bnli(b mit ben etßen SBucbftaben beS Zlpi)aUt6 , 2l, h, c ... beiet<^net, 
n)db^enb man bie ^auptgrfißen mit ben leiteten r ^, yi V anjubeuten pflegt ^ 

Sine Function einet ober mebteter ^auptgt6gen ift alfo ein 
anB biefen ^auptgrifen unb anbetn 92ebengti$en auf ttgenb* eint 
Zn atitbmetifcb {ufammengefegtet VuSbtucf. *) 



') Z>i> man glefd^ ffir bie ^anptgr^fkn einer gunction na4 unb na(^ htfimmtt (StSfen au 
fubftituirrn f!4 Dorgefe^t ^at, iDobur4 bie gunction immer anbete unb anbere IGSett^e 
belommen muf , fo ift cS bo<( nfcbt paffenb, ^oteo^l bie «^auptgrSfen, aU bie {functioB* 
fetbß oet&nbcc(i(te Otbf es ju nennen, »el^er SBegtiff mc^t ffir bie tbiffneuäob 
tecbnung aufbemo^tt »erben mnf, too man H txft mit ei^cntli^et fBctiSaber»^ 
(id^fcft, mit ber flicfenben (Srb^e, au t^un befommt 3n biefer fßiffenf^a^ 
n^o man |!4 torfettt, ober bo^ »eniaflen« oorftrUen foUte, bie fliefenbc 0rtfe toK|« 
(aufe na(b einem beltimmten Oefete alle 3uft&nbe, motin fle i^rem Gefe^e gemäf lonu 
mm lann, muf man ft(b gebenfcn, bie utfprAngli^ Derdnbcrlid^en ®r5fen, soel^e mft 
ben ^auptgtbfeR in ber ICnalpfM ftbereinfommen, nehmen ieben nur benfbaren 
pofitiuen unb nfgatiocn 8^rt( an, u^^renb bie GubfÜtutionen, loelcbe man in ber 
2Cna(9ft< mit ben «^oitptgrbfen oomimmt, meiftent{ietl« fe^r bef<br&nft flnb. Act ^oupt« 
imed aller analptifd^en Unterfu^unden ift aber bie na^devige TCnmenbung M ber ;Di|f^ 
rentidlre^nung) man nimmt bie Operationen mit ben Functionen firbfeftent^ettl nur 
hu^alb tot, um hit «efultate Ui Um S^ifferentialcalcul )n gebrauten, b« (» «m |Uft 
berna<( bie fauptgrbfen, alfo audft bie gunctionen oll ocrinberli^e Srftfen 
|u gebenfen,. 



/ 



/• 



<$ t tr J e i t tt n 3; 



@o pnb %. »• tie 3fu8t>rficfe: a + bx*, ax+bx"" 

. n 



u 



a + X 



lÜf 



i3d 






log, X, Sin. X, Cos. x u. f. »; guitctionen Don x; ax + by**, -^y + ^»y 
in bergleic^en Sfunctionen oon x unb ^ u. f* f. 

Um. m^ bfliebtge Function einer ober mehrerer «^au))tgr(ßen anjubeuten, 
bebtent nian ftc^ ber Beteten: ^f >:, 4i au4^ »o^l f, F, tnbem man bie J^w^u 
grjßen, n)0Ui)n fie Sunctionen fe9n follen, x^ einer iCIammer babinter fegt; fo j. JB, 
bebeuten: 9(x)r xW, f(x) u* f. w. beliebifle gunctionen t)on x^ bie Seiten ^(x,y) 
unb bergleic^en Functionen oon x itnb y u. f» U). « 

92immt man nun bie ®ubfhtytionen getoifTev beflimmter Sßert^e f&r. bie ^^\x^ii 
gr6fe tt)irnt4^ tor, jebo^ fo, baf biefe SBertbe bei jeber einjelnen ^yxh%i\x^^xi nrd^t 
n)!llfii|)rli^& ^n^ttimxc^tn werben, fonbern felbjl regelmtJßig nad^ einer gewiffen jDrb* 
Tiuns auf einanber folgen; fo bi(ben bie einzelnen burcb bad 6ubf}ituiren entßanbcnen 
®r6f en bi€ %ieber einer Steige. SSkm fann bie ju fubfiituirenben SBertbe aügemein 
fo onne^men, baß fie felbft eine beliebige Sleibe bilben, inbeffen begn&gt XMxa flc^ 
mit ber einfaclieren S3orau$fe|ttng, baff biefe Sfei^e bie fogenannte arit^imetifd^e if}: 

a, a-f»d| a-f'^df ••• a-|»hd» ... 

WO ber fpecielle ffaDi bag a=o, d=i ober bie Sieibe: i, 2, 3 ,.. h ... i^f adi 
{^iiufigfien oorfommt. 

SP bajer bie gegebene %mÄm wn x = (p(x), fo iflt bie barau« entjle^ 
benbe SRtibe: 

JPl«) + <P(a+cl) +^(a+ad)*., +?(a+hd) ♦,. 
ober f&r a=o, d=i, -^ 

Sie b^en Sliebet einer \sMm Steige, wo man aber ffir h jebeS anbere Seichen fe|en 
la^if nennt man bie allgemeinen ©lieber, (lejiniiios generalcsj. ©egt vx^ 
baber fär bie ^au)»tgripe bie, SBert^e o, i^ 2 ..« , fo ift bie Function^ felbji ber 
2erminud generalis» 9Ran fann bie ©lieber ber Steigen au(^ auf ber negattben Seite 
fortfegen I inbem xs^ml im aOgemeineren SoQe f&r bie «^auptgriße mS^ unb nad!^ k^^^ 
a-ad «•« a-hd, in bem fpecieKeren aber ^i^ -s ••• -h fegt 
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Sfi bal(}et bet SerminuS geneipaljS ober btc Function begannt, fo dat eS nie 
&^xd\niQUiUn, bte Steige felbß borgtitieaem 

3. S. e5 fep bie Function Don x =-3 + 2x*, ml^i »ir y nennen wollen, 
tinb es werbe gefobert, bfe Sid^e, beren allgemetneS ®(teb fte ift, bei bet Knnabme 
iu bilben, ba^ für x nacb unb nacb bte BcL^lcn o, i, 2, 3 ... imb auf ber anbem 
Seite - 1 , - 2 ... fubffituirt »erben f ollen. 

jDad XnfangSglteb entfiebet, wenn man f&r x ben SBertb o fegt, baS nfli 
nacb bemfelben, wenn man i ffir bie «^an))tgr6fle fubftituirt u. f. f. ®e$t man olfo 
bie fubfittuirte 3abl Aber baS ©lieb, welches aM ibrer ®ubflitution entftanben iß/, 
fo a^ifit biefe jugletcb ben fRan^ beS ©ItebeS ber Stetbe an. 

-4 -3 -a -I o i • a 3 4 
.. 35. 21. II. 5. 3. 5. II. 21. 35... 

£ie Urfacbe, toaxtm auf betben Seiten gleicbe ©lieber f!eben, ifl bie, weil 
(-x)^ = x^ iß, wenn man alfo f&r x 3. S. ben SBertb -4 fubßituirt, fo lommt 
baffelbe iexaui, M wenn man bafur +4 fegte. 

Sben fo iß bie Steige, beren 2erminu$ d^eraliS = 2-|*4x^-x iß, folgenbe: 

-4 -5 .3 -I o I a 3 4 
.. 70. 4K 20. 7. 2. 5. 16. 35. 62... 

weld[)e man leicht auf beiben Seiten forlfegen fann. 

3ß bas aOgemeine ®lieb a*, unb ßnb bie ju fubßituirenben SBertbe: «, a-fr^i 
(t+2f.. fo iß bie Äeibe: 

^«.hö ^a.« + a« + a«+* + a«*^* ... a«+" 

oUx fixx bie einfachere SorauSfegung: 

a •p..a *Pa •pa"f-...-pa 



oter 



T; + .♦ 7 + I + a, + a*..; + a 



^ tff 
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S.- 46. . 

»« griff *jt Ättülj^fi«. 

7b\t Vrttl^metit t|i We Siifmfd^dft Don ben btfe^en ber 3a^IenmenAt)fHnden. 
6d (ajkge man ft^ tiefe rinfacl! gebenft, um mit \\/nm jtt o^^erfren, fo lange ge^6ren 
bte Unterfu^migen m bte Glementor^Xrft^etff f nimmt man ffe <iber dI8 gufommais 
gefeit an, toerben f[e aM and 3(etlen beffe()ent), <M zxn Vggregdt meuteret ^(StnseU 
betten gegeben, fa beftnbet man^ f!c^ \m ©ebiete bet VnatpftiT obev ber allgemein 
mn %xH%mH\t IDer Seg^ ber «^au^tgri^e bringt ftcb, tote »tr oben gefeben 
baben, be( ieber sufammengefe^ten 3abl oon felbfi auf, unb beS^alb betrad^tet man 
jeben iufai&niengefelten Zudbru^ in JBeiiebung auf eine ober mehrere' ^auptgrfifen, 

» 

ober flebet i^n aW eine Swtction berfelbeh an. 

JDie «naitifi» fff bie Biffenfc&aft t>.on t>tn ©efeften ber fBer* 
fn&yfungen jufammengefe^ter 3ablen, unb i^r «^aupt ^ {Dbject ifi 
bie Sunctiom 



y 



S. 47. 



9 

fflten («im bie Sunctionen f&glid^ in bret ^au)>tabtl^eilungen bringen, inbem 
mon^ fi^ in 4l^el^.i;Ai^.e, trandcenbente utib fne):t>lic^«b.^Ie eintbeilt 3((ge^. 
briitfdi^^ SWftioim M [^^^^ß i« bene^ mit ber ^auptgr6fe n^r. P)>erationen ber 
eiementar^Xrit^metif, b* b* ^tbbition, Subtraction, SRultipd'cation, ^Dir^ifion , . 9>os 
tenstiruttg W>b SBrn^elouSiie^ut^ ooi^cttommea pnb, fo pnb 2* 0. a-f x, ax + b, 

a 
gx*. j^ — bx^ m» v^ (a+bx-x*) unb bergfei^^en algebraifc^e Functionen 

9m :3^K- Sil ober bie Sunc^ion fo befd^affeji, baf We ^a»})tgr6|le <m: «r})onenten 
oort Jmmt, ober toirb ein ^xnvAt GojtnuS, bie Tangente vu f. 10. oon ber ^wxpt^ 
grftpi'oa^n^t, ober «m^efe^rt ^ein Sogen gefcfb^ert, beffto '®inii«,-Go{uin*, 2:am 
ifXiU u. f. to* bte «ßamptgriße ifi, fo nemtt man bie Function tranfcenbent Sabin 
^ixm^X^Mät, Ue Sogartt^mts bn ^att))tscife, >emi man nbltt fte^auS bev 
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UmU^nmi ber tranecenbmten ©letc^ung y s: a^ 3- 83. fo(genbe 2(u{brfi(fe: a*r 
^x'tbx»-*«^ Sin. X, Cos. (a-x»), Tang. (^). log. x, log. (^^If) ünb 

betdlcfc^cn ftnb trairtcenbente gfundtionen ber ^au))tgr6pe x» Set aücn biefen Sfunc« 
tionen fann man fid) ffir bie «^auptgrife iebe beliebige 3abl sebenfen, fe« fte 
pofttit) ober negatit), ganj, gebrod^en ober irrational, obgleicb bie XnalpftS &uhfHtvi9 
tioneii ber 2(rt nic{ft Dorgunebmen p^e^t ZUtin ed giebt aucb Sunctionen, too man 
ftcb fc^led^terbing^ nur ganjeSablen, ja, oft a\x^ nur pofttiDe für bie ^upU 
ffci^t fubflituirt gebenfen fann, unb biefe Functionen wollen tt>ir inerplicabele 

nennen. jCergTeidS^en Functionen ftnb aOe combinatorifcf^e Xuöbrutfe, g. S3« Clt .. n]. 

^ier fann man f&r x nur ganje pofttit)e SBSertbe annebmen, benn 6ombinattoifefors 

men, »elcbe einer klaffe § angeboren, ober loeld^e i Elemente entbalten, iji ein un^ 

h 
gereimter Segriff. Äebnlic^e« gilt oon ^CCq-Jf »o x pofttio ober negatiD fepir 

fonn, ienacbbem q, ober baS niebrigfie Clement anQmommen xoiti. gemer ftnb bie 
9>ermutat{onSaabIen, meiere mir burcb P bejeic^nen, bergleic^en Functionen, benn ba 

p = 1.2.3-.. (x-i).x *P# f^ iP 'f^^' ^^^ ^^^ ^^^^ ffi^f X nur ganje pofitiw 
fffiertbe ju fegen berechtigt \% inbem ein Drobuct, melcbeS man ouS befannten mib gege> 
benen Factoren bergeflatt bilben foD, baß biefer Factoren }. S. | ftnb, tjt toiebet tttoat 
Ungereimtes. J^it^u mfirben aucb bie 9>oten3en gel^firen , menn man fte fo beflnircn 
n>oate, mie freilid^ gemi^nlic^ gefdi^tebet, baß fte tin 9>robnct auS gifteten. Fao 
toren ftnb. 

9Ran tbeilt bie algebraifc^en Functionen mteber tn rationale unb {rtatios 
ttale. S)ie erfieren enthalten feine SSSurielauSjiebungen, bie mit ber <pan)>tgr6fe^ 
t>oräenommen ftnb,. »dbrenb biefe mit fold^en behaftet ftnb. €5o ftnb alfo j. Ä 

^^*' c,3,a . » wn^ bergleicben rationale Functionen üOn x, (ingegtn 

v^(a+bx** — dx""^, (a+bx»)" unb bergletcben {nationale Functionen berfti« 
ben ^au)>tgriße. 

Sie rationalen Functionen »erben «pteber in ganje unb gebrochene e&b 
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set^etlt Släfiondle goiiie SuncHonm t)on x ^nb foldj^Ci in bencn x- nie \xsi 92enner 
Dortommt, wi$renb biefel bei ben sebro(benen ber SfaQ iß. 

'3* 85. ax* +b, ax3 + bx^ — ex + d u. bergl. 
f{nb rationale gante Suncttonen von x; 

ftnb tati'onate gebcodl^ene Suncttonen »on x. 



S» 48» 



t t 



Snbepenbfotc^mib-tecttrrirenbc SrfHmmune ber ®Ueber «incr Steige. ' tteberdang oon bcr einco 

fBe^immung |ur anbern. 

®(^on in ber (Sombination8(e^re (§« 7.) ^aben n>ir gefel^n, wo« man unter 
inbepenbenter unb recurrtrenber SSeftimmung im 2C%metnen ju oerftel^en b^be. 3n 
»iefem biefW auf cotabinatorifcbe jDperationcn Sesie^ung \^<A, b<tben xoxt m )Bi6$ 
berigen ooQfidnbtg fennen %tUmi^ unb gefeiten, baf xn biefen bciben SSeßimmungö^ 
Xrten bad SBefen ber ganjen 6ombinationS(ebre beße^et. @6en fo ifl ed in ber ^dia- 
Ipft*. 9tan fann bie Slieber einer gefe^mdßigen Stetige auf inbepenbentem unb recur- 
rircnbem SBege jur Ableitung bringen. 2>er SerminuS generalis ber Steige ift nicbtS 
anber6, M formaler ?(u8bru(f beS inbepenbenten ®efe^eS ber S3i(bung. 2)ie ^t^ 
«irftonSformeln jur Serecbnung ber ©lieber einer Steibe oon ®rAfen ober Sal^Ien, 
Unnen, »ie in ber SombinationSlebre fowobi ooKflanbig fepn, aU aucb nur eine 

' t{^toeife 9iecurfton barßeüen , b. ^* fte I6nnen fowobi ein gewiffet ®Iieb einer {Rei^e 
t9on ®ri|ien ober 3a((en wA allen oor^ergebenben ju bered^nen (e^ren, a(d auc^ 
eine Siegel barfteOen, nac^ toelcber man mi einigen frfil^eren ® liebem, ia, nur m% 
einem ein naclifolgettbeS barfleOen fann. 

2)fe VnalpftS fobert, mie bie SombinationStel^re , beibe SBefHmmungö^Xrt^n. 

•Ob matt ober bei einer analptifcf^en Unter fucffung auerß auf bie inbepenbente SSefiim^ 
«ung ger2tbf ober jur recurrirenben gelangt, baS bringt (ebiglitb t?on ber jebeSma^ 
(igen Statur beS ®egenßanbeS unb Don ber Xrt, wie xcm. bie Unterfucbung anßedt^ 
ob, ja, es ifl oft nid^t einmal miglidj^, unb meiftentl^eilS febr fc^^wierig, beibe IBe^ 
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ftimmmii^Zttm aud ber Unlet^t^mid f^Ibfi UQmittetbar abittleitm. - Striotitttt olfo 
ganj barauf an , gu icigen, »ie man ben Uebergang oon ber einen ASeftimmtns tur 
anbern bewirfen lönne* 

S)er formale Xu8bni(f beS ©efegeS, ttM>nad^ bte ®Hebec eiimr gettifreit 9tct^ 
gebtibet n>erben, ober ber Sermtnuf generoltj biefer Steige Fann^oui einer, er tarnt 
aber aucb ouö mehreren «^auptgriffen aufammengefe^t fe^n. ^fefe ©lieber fSnnen 
nacb ibren t>erfcbiebenen ^au))tgr5f en Derfdf^ieben recuniren. Sin VuSbrncf / ber ans 
iwei «^auptgr6ßen , k unb n, sufammengefegt ift, lann fowobi in TCbftd^t auf k, äli 
auf n, enblicb aber aucb in S3e}iebung auf beibe jugletcf^ recum'ren. JS>^t man baber 
jwet @t6ßen, welche gleicbe «^au))tgrö9en b^ben, aber aui t)erfcbiebene SBetfe tecurs 
riren, ober beren SfeotrftonSformeln ntcbf ibentifcb fFnb, fo folgt bara«8 net( iiUbt, 
bafi biefe ®r6^en aucb t^erfcbiebene tnbe))enbente Zuntüdc ^abm, ober baf fte ant 
ibren «^auptgr6fen auf t)erfcbiebene inbe))enbcnte SBeife jufammengefe^t ffnb. Xber 
@röfen, beren inbe))enbente Xuöbrfide wirKicb Derfc^ieben ftnb, linnen ntcbt ouf eine 
unb biefelbe Tlxt recurriren, ibre SIecurftonSfocmeln mfiffen Derfcbieben fi^^n« llmge» 
Vebrt folgt barauSi baß ®r6fen, melcbe auf biefe(be SBetfe recurriren, ober beren 
9IecurftonöformeIn ibentifcb ftnb, audE^ ein unb baffelbe inbepenbente ®efe(| ber SU« 
bung b^ben m&ffen, b. b* baf aucb ibre inbe))enbente XuSbrucfe gleicb fepn mfiffen. 

®obaIb ed fi4^ baber ftnbet, baf eine ®rife, fär n>e(cbe mm nur tint dttaxu 
ftonSformel bat, auf eben biefelbe Hxt recurrire, al§ eine anbere, f&r »elcbe ber inbes 
penbente Zuiitud befannt ifl, fo ift man berecbttgt, ju fcbliefen, baß fte. in 3(bftibt 
auf ibre 83ilbung nicbt* anberS fey, ali biefe fotoobl auf Um SBege ber Snbepenbeni 
alö ber Stecurfton befannten @r&ße. 

QS ifl nun erfoberlicbi aUe biejenigen SRerCmafe anjugeben, tporan monbie 
Uebereinfiimmung iweter Siecurffonen erlennen tann* £ie erfte SBebingung t^.^ bof 
beibe eine gleicbe ^Cnjabl Don ^au)>tgr&ßen baben, oeicben fte bitrin Don eornnber ob, 
fo iß an eine Sbentitit AberaK nicbt su benfon. 3weitenS mfiffen beibe eine gleicbe 
Xnjabl Don ®(iebern baben, brittenS enblicb mfiffen gleicb M^ ®lieber in beiboi ou^ 
gleicbe 2(rt auS ben «^auptgrißen ^ufammengefe^t fepn. Um bie ®(eicbbeit aioetcs 
Sfecurftonen 5U erfennen, mn^ man nur auf bie *^auptgr5ßeti feben, tnbem mon ficb 
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nun bie ®r6fen, ml^e tn hr Stecittftondform^I itnabanberli^^ bleiben, ober um » 
bie 9?ebengri0€h nic^t Beffimmert, biefc b«^» «uf bje Sbcntitdt fefrftn ©nffufl^. 
3. S. @8 finb bie bejiben OlecurftonSformetn: 

k k k-l - 

unb . 

t>6ais emßimmtg , tenn In t^nen ßnben bte brei Seftttnmungen 4ifatt , weli^e bei lebet 
Sbentttdt {weier Stecurftonen etfobetlicb ffnb. 3(ber betbe ftnb atid^ mit bet Stecuc- 
ffonSformel 

nfh nfh-i n+h 

ibentifcb, benn l^ier ftnben biefelben Sebingungen ftatt, obgteid^ in t^r nod[F itoet - 
©rißen g unb h Dorfommen, bie aber u)%enb ber Stecurfton tmfner biefelben bleiben, 
unb alfo bie jur Sbentitdt erfoberücden SBebingungeit nicbt abdnbern. SBir .woSeti 
biefe 9Iebenfir6fen ßonßanten nennen, ba fte äberaU nic|)t Derdnbert n>erbem 

^at man baber bei irgenb einer analptifcf^en Unterfucliung bie ©lieber einer 9ieil^e, 

o I a k , , 

''Aj "A> "A*»«"A».» 8« bere4)nen, unb ijl man babei j» 85. auf bie 

4 

Slecurfton : 

k k-i k ' 

k 

gcfotaiRdi, fo fatm tiKni f#'efen, tiaf "A nid^t^ onbert, o(S tet SRbcgrfff «Her 
SembiMtioMfOTmen ift, ml^ ^d) mi gnvtfFcn Qteauntm gu «inet getDiffoi Jtlaffc 
Irei «er&otchcr Stcbn^olbavfeit b«r fUmmte eticugen lafTfii, b<tm f&t btefim %it<brutf 
^at man bie fRccürfton: 

'k . k-i k^ 

C[l..n] = C[i..(n-i)3.i» + C[l-(o-«)] 

^cr woDte man ben ®d^(uf ma<^cn, baf 

k k 

"A = Cti..n] 



« 
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; 

tft, fo xoSxi biefeS nid^t aOfdemetn genug , benn ''A recumrt audE» eben fO| tote 

kfh 

C'[i.«(a-|»g)]i wo h unb g Qooiift ßonßanten bebeufen. Tlui ber tiüi^tn ^ben^ 
tttdt iweter Stecurffonen folgt nur, baf bte betben ®t&fen ein unb baffelbe ©efe^ 
tbrer S3Übung bc^ben, nur, büß bte Xrt ber Sufammenfegung in beiben einerlei ift. - 

SBid man m^ erfannter Sbentitdt jweier 9iecurftonen auf bte ber ©rifen 
felbft fcbließen , fo mu^ man fcb ju ieber «^auptgr&f e be$ gefunbenen tnbepenbenten 
VuSbrutfS n<i(b ^ine Sonffante bingugef&gt gebenfen^ unb ei b^ngt alSbann nod^ wn 
ber 9{atut bed ©egenfianbeS ab, n^ie ftcb biefe 6onfianten beftimmen, xoel^ti jebeS- 
mal auf folgenbe Tlxt gef(beben fann. Sebe Sfecurfton, ober biejentge SSerecbttungS^Vrt 
ber ©lieber einer dieibe, burcb »>e((be man ani fr&bern ©liebern fpdtere ableitet, fegt 
notbwenbig t)orau8, baf man iai erfle ober juweilen mebrere erße aucb obne bte 
Slecurfton fcbon f!nben fdnne, benn biefe ©lieber fann fte nicbt barßeQen, weit t» 
feine ftubere giebf, au6 nelcben fte fte ableiten f6nnte. 

^at man bober auS ber Sbentitdt jweier 9{ecurftonen auf bie ber mbepen^ 
beuten 3bt8br&(fe gefcbloffen, unb bie erfoberlicben Sonftariten ben ^auptgrifen f^in^ 
ÜUgefItgt, fo fege man f&r boS aDgemein angenommene ©lieb ba$ bitannU erfie, ^r 
»elcbeS jener inbejpenb^nte Ttuöbrudt eben fo gut ßatt ftnben muß, unb moburd^ bad 
©lieb 'in eine 3abl ober beflimmte ®r6ße iibergebet, fo toirb man tint ©r^tcbung 
baben, an^ ber man bie (Sonflaiiten m befiimmen im @tanbe iß. 

2)urcb biefen neuen unb frucbtbaren Gcbluß, *) ber eigentricb n^eiter "ni^ti 
iff, ali iai gem6bn[i(be fo DielfadJ^ getabe(te Snbüctipn^t^erfabren , nur in ^id)^et 
^Olgemeinbeit auSgebr&dFt, unb n)el$en icb ben @d^luß t>on ber Sbentitdt 
an>eier Slecurfionen genannt b^be, fann man in ber XnalpftS auf eine «Dgemetne 
unb beutlicbe Hxt baSienige jur Ableitung bringen, n>e(cbe§ man obne benfelben nur 
mfibeooQ, unb n>a§ ber fcblimmfle Umflanb ifi, auf eine b&cbfi unmiffenfcbaftlicbe fiBetfei 
burdE^ bie gemeine Snbuction, barjufleHen Dermogte. Sßtr »erben im So(genben^ Dbgleic^ 
z$ nur toenige anafptifcbe SSetracbtungen finb, t)ie(fdltig 2(nwenbung babon ma^en* 



SXon ffnbrt ben (Segctiflanb tn btefer Ztt^mtin^tit iUitft in meinet ICb^anblung; de ntrifquc 

analyseofi recentiorii (Icternxiliaiidi rationibus «ic« t^orgetragen» 
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Zuf biefe 'Kit tf{ a(fo ber Uebergang Don bet recumvenben SSeßtmmung jut 
tnbf))enbenten im TlUqmeimn gejetst n)orb(m 

SßaS ben Uebergang t>on ber tnbe^penbenten SSefftmmung ^ur reotmrenben 
betrifft, fo ift er im SCngemeinen fel^r (etd^t gu betoerffteDigen ; foQ aber bie abiulei« 
tenbe Slecurponöfonncl gewiffen Sebingungen entfiprec^en ,• fo ijl bie' Unterfud^ung 
Sttweilen mit ben grißeßeti @4^tt)ierigfeiten berln(i))ft. 9Bir ^aben gefe^en, n>ie ki^t 
ftcf^ in ^er reinen 6ombination6Ief)re bie recurrirenben 83eflimmmigen aM ben inbepen« 
benten abieiten laffen, aDein bie 2(rt unb SSeife biefer 9{ecnrfionen war nirgenb wxs 

0ef(|>rieben , n)ir fud^ten eine Stecurfton fc^Ie4it^im Sei {Betrachtung ber S3ariationen 

k 
3U bePimmten Summen UiMm wir jwei JRecurftonöformeln für ^^VCq..] ober 

k 
»C[q^] öbi aDein eine iold)z, »elc^? j. ©• auS fucceffiwn Snbegriffen jur ©umme 
n-i, u*3, ..« fiSrntltc^ aber jur jttaffe k aud ben Slementen o, i, 2 ... gebi(bet/ 

k k 

ben Snbegriff pC[o.O ober°V[o..] berimrt, fletffe fi(|> unmittelbar nicbt bar. 

fBBirb eine SiecurftonSformel t^on biefer ®ef!a(t verlangt, fo ffnb, »ie wir im %oU, 
genben feben werben , nocb eigne anal^tifd^e j(unffgriffe erfoberlic^» 
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/ 



Sal^Ien aDdemefn t»or, xotVbt ottf bie^ 9>oteni jb erhoben ftnb, er bebeutet enblicf^ 
brtttenS ducb Alle beliebige Sablen, »eid^e auf alle beliebige Dotenjen erbeben ßnb. 
eoU ber XuSbrücf bie erfie Sebeutung ^ahtn , fo geben! t man ftcb f&r b aOe be^ 
fiimmte ffiertbe gefegt, unb man erb^lt baburcb ®r6f en , meUSfe aKe ben ©runbfactor 
a baben, unb jebe eine geöiffe; 3abl ium (S):))onenten beft^em @o ifi eS.aucb tnit 
bem jwetten, fo aucb mit bem britten SaKe. 

Vuf biefe SBeife fann mm in jebem beliebigen ans allgemein au§gebr6(f ten * 
®r6{len jufommengefe^ten Vufbrucfe einjelne biefer Srißen fo betrad^ten, cXi tooflte 
man für fte, wdbrenb man ben fibrigen ibre SSebeutung li^t, fucceffit) beftimmte 
SBertbe fubflituiren, unb bann beiden biefe ®r6ßen bie ^anptgrißen beS Xu«- 
brudtd, tiefer felbfi aber bie Function jener «^auytgrifen. £|e fibrigen ®r6fen, 
wei^e ibre JBebeutnng unabinberlicb bebalten foQen, l^etpen 9^ebengr6ßeni unb 
n)erben gewib^ü^ ^^^ ^^^ ^'ß^^ SBu(bßaben beS %t^\ialM , a , b , c . . . beiei<bnet, 
n^dbrenb man bie ^auptgrfißen mit ben lelteren^ x, y, "i^ an}ubeuten pflegt. y 

6ine Snnction einer ober mebterer ^auptgrö^en .tf{ alfo txn 
a\x^ biefen ^auptgtifen unb anbern 9{ebengr6|en auf itgenb* eine 
Xrt aritbmetifcb jufammengefe^ter VuSbrncf. *) 



*) Db man gUid^ fir bie ^auptgr^fta einer gunction na^ unb na(^ beßimmtc ®r5f en au 
fttbfKtutren f!4 tyorgefe^t b^t, tt>obiir4 bte gunction immer anbere unb anbere ibcrt^e 
belommen mnf, fo ift cS bo<b nicbt paffcnb, ro»o(^I bfe «^auptgrSfen; alt bte ffunmVj' 
. fe(6ft oerAnbcrti^e Orbfcn aunetanen, melier SBegtiff mc^r für bie Diffdrettt;alf 
recbnung aufbema^rt merben mnf, too man c< erfl mit ei^cntli^er IBer&nbers, 
' (td^fcit, mit ber flicfenben (Srb^c, 3U t^nn befommt 3n biefer SBiffenftbaft, 
mo man 114 torfeKt, ober bO(b »eni^flen« oorJleKen fcttte, bte fliefenbc 9xhi bur^t 
laufe na<b einem beflimmten Oefe(e alle 3uft^nbe, morin fle i^rem ®efete gemaf fom« 
men fann, muf man t!(b 0ebenlen, bie urri>rAn0ii4 t)erSnberli(bra ®r2ffen, me(<be mit 
ben ^oupt^rbfen in brr ICnalpfM übereineommen, «e^men jebtn nur benfbaten 
pofttiüen unb negatioen S^rtb an, x»h\ttvi% bie GubfÜtutionen, meltbe man in ber 
^a(9ft< mit b«n .^oupt^rbfen vornimmt, meiftenfbetie fe^r befcbrAnft flnb. £er ^anpu 
iwtd aSer anoCptifcben Unternt^ungen ifi aber bte na^i^niQt Knmenbuna hd ber ;Dtffe* 
tentiaire^nungr man nimmt bie Operationen mit ben gunctionen srbfeftcnt^eüs nur 
hmalh «or, um hit aiefnUate hti btm iDifferentiaicalcut jn ^ebrau^en, b, b* um f?(t 
bema^ bie fauptarofen, alfo au(b hit gunctionen M oerinberiicbe^rbfen 
|u igebenfen,. 
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@o pnt 8. S5. i>i< «uöbrfide: a + bx», ^^^bx 



i3d 



u 



n 



— ± 



a + X 
log. X 



log. X, Sin. X, Cos. x u. f. w^ guitctionctt üon x; ax + by**, 
in berg(ef4fen Sfunct^onen oon x unb ^ u. f. f. 

Um. eine beliebige Function einer ober mebreter «^au))tgr6ßen anjubeufen, 
bebient man fic^ ber Seieben: 9f >:, 4i oucb »o^I f, F, tnbem moxi bte S^(k\xpx^ 
%xh%tti, m\m fte Sunctionen fe^n foDen, in einer' Alammer babinter fegt; fo j. JB, 
bebeuten: (p(x), xW, f(x) «• f. »• beliebige Functionen t>on x, bie Seiten ^(x,y) 
tinb bergteic^en Functionen oon x unb y u« f. U). 

92immt man nun bte Subfiitytiorien geioifTer beftimmter Sßertbe ffir. bie ^<k\x^ii 
gr6fe tt)irf(i(b tor, iebodj^ fo, baf biefe SBertbe bei ieber einjelnen ^}xh%X)x^m nicbt 
»ifffübrlieb angenommen werben, fonbern felbjl regeIm(Jßig na<b einer gewiffen jDrb:^ 
itung auf einanber folgen, fo bi(ben bie eingelnen burcb bad 6ubf}ituiren entßanbenen 
(Srißen bie %ieber einer ^t\\^z. SSkwi fann bie ju fubfiituirenben SSertbe allgemein 
fo annehmen, baß fte felbf( eine beliebige SReibe bi(bett, inbeffen begn&gt vim flc^ 
mit ber einfa^eren Sorou^felung ^ baff biefe Sfeibe bie fogenannte aritbmetifcbe if}: 

a, a-f»d| a-f'^d^ ••• a-|»hd. ... 
wo ber fpecieBe ffaDi baß a=o, d=i ober bie Sieibe: i, a, 3 ... h ... \^^ odi 
bdufigfien Dorfommt 

SP baber bie gegebene Function xm x = (p(x), fo ijl bie b«rau8 entjle^ 
benbe Steige : 

JPl») + <P(a+d) +^(a+ad)v., +ip(a+hd) •.. 
ibn fftt a=o, d=:i, ^ 

» 

Sie hten Sltebet einer folcben Sieibe, wo rem, aber ffir h jebeS anbere Seieben fe|en 
fann, nennt man bie allgemeinen ©lieber, ((ermino« generaleaj. ©efet rnoxi 
baber f&r bie ^auptgriße bie^ SBertbe o, i, 12 ... , fo ift bie Function^ felbp ber 
SEerminuS generalis. fRon fann bie ©lieber ber Sleiben aue^ auf ber negatiben Seite 
fortfegen I inbem xs^m im aOgemeineren FoUe fär bie *^au}>tgriße nac^ unb nacb a-d, 
a-ad .♦♦ a-hd, xck bem fpecieHeren aber -i, -a •.♦ -h fegt 



• 



.,r 



150 ' €t(ler 7(hid)nitU 

Ober, »cnn nwhiffe a+rd ben SBcrtl^ n fcftt, fo, baß a = n-rd tfl, fo 
finbet man : # 



-r 
n 



IJd = n-rd^gd - o.d;g 



SBenn man in: 

k 

^^ =n(n + d)(u + 2d) .•. (Q+(k.i)d) 
für bte jDifferen) d ben SBert^ o fegt, fo Denoanbelt fi^ bie %acult&t in eine Voteni, 
fo, baß alfo 

."#' = »' 

tlBir fiberge^en l^iet mehrere (mitunter freilid^ mer!n)iirbige, allein mtifhu' 
t\)t\H itoecflofe) {Bedienungen unter biefen SalE^Ien, t^eild, n>ei( man fte in anbem 
©d^riften/') ftnbet, t^eilS meil ed uni l^ier nur'barum ju t^un ifi, folcf^e Onterfu« 
4^ungen ansufteOen, toelc^e birect auf GombinationSIe^re Seiie^ung If^aben. ^ieju 
ftnb aber einige recutrirenbc SSetie^nngen unter ben Sacultdten erfoberlic^ ; mel^ »ir, 
ba fte, gerabe bie loic^tigfien S9ijie{)ungen, in anbem Schriften nid^t angetroffen nTerboi, 
It^ter jur ^Ifttung bringen muffen. 

*) Elemens d*Aritlim^üqae noiverteUe par C Kramp. Cologne l8o8. Chip. XXV. Im iacto- 

rieUes. Ardmp wav ter txfte, »cl^cr bie gacuuaten einer ndf^eren SBetra^tung un« 
tenoorfen ^at getner lärm man barfi&cr mit Dielem 9^it(en na^Iefen: tBerfucb etnec 
oll0emetDen S^eoric ber onalptif^en |$Qcurtdten oon Dr. Grelle, 
fBerlin, 1S23 , tojtin fttilit^ feine „beltisnmte a>efinitton'' ber gacult&ten iif^t 
noi^iuo^men fe9R bürftr» XBia man bicfe :(u$brfi(ec auf beliebige (Srponenteir att6be(s 
nen, fo ift eine beftimmte ^Definition etfobecli^. C^tne {Definition aber, »enn ^e 
biefen Flamen oerbienen foH, muf fo bef^offen fe^n, bofman oermb^e t{irer ba< 
SDefinitum in jebem mbgli^en Salle barflellen fbnne« Sbrn fo, loie (ier, 
ift eine heftimmtt {Definition für hit 9)otenaen erfoberli^, benn feUen fte ^robuctc aoS 

D 

fild^en Sactoren fepn, fo ffnb hit Znihxti(tt tT^f a »iberflnnig. (Sint befHanalt 
^Definition fibec ^otenaen finbet man: 9runbci( bec reinen ^at^ematif , Dom 
.^ofr. m. %. JS^ibaut* 3te Tiufl, Qap. 3. 6« bebarf nur biefrr, aber ge^bri^ 
oeraagcmeinert, um au^ ffir gacultaten eine beftimmte IDefUiition au f^aben, bcnn yo« 
tenacn ffnb nur fpecieUe gdUe bec Sacult&tem 
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k 

e« ijl: (k + T)cl°^ = (k+i)(l,n(ü+d),..(a+(k-l)d) 

kfi 
ferner: ""^gf^ = (n-d).n.(n+d),..(n+(k-i)d) 

cbbixt man betbe VuStriufe iu\ammm, fo.tfl: 

k' k+i . 

(k + Od."^ + ""^^ = [(k+i)d + (u.d)].n.(n + d).,.(.i + (k.|)d) 

=^ n.(n + d)...(n + (k.i)d).(k+kd) 

alfo lE^at man: 



kfi k k+I 



lA 



ober f&r k + 1 ben SSert^ k gefegt , ifi : 

k k-i k 

affan finbet ffir d = i : * 

k k-i k ' 

iinb für d = -i: 
ober: 

k k k-z 

Dber für u + 1 ben^SBerfl^ n gefegt 

k k k-z 

SRon fann nun biefe partteDe Sl^urftonSformeln eben fo, n>te bei ben combtnatorifdi^en 
S^ejie^unsen mehrerer :£)tö€erpttonen untenoerfen , um barouS 2ota(recur|TongformeIn 
2U erl^Item S>t6cerptrt man bte f&r S^^cultdten mit ber jDtfferen) i, inbem man 
jebeSmal ben S^eil jerlegt, melc^er ben ffattot k nic^t l^at, fo erbdlt ptan iuerjl: 

k k-z k 
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fern«; 

atfo }und4)fi : 

k k-x k-i k-i k * 

«'g* = k.^g' + k.»-'g^ + k.«-^g» + »-5g' 

Sd^tt man mit ber Stdcerptton fort, fo wirb man (M^tnim m6} ber rten ouf ben 

k k-x k-l k-i k 

-g' = k.^g^ + k.»-'g^ + ...k.°-'g' + ^-('tOgi 

getommcn fc^n. X>xt SaftS, n, nimmt mit jebem ©Hebe um eine Sinbeit ab, tfl , 

man ba^er bis jur n-iten S>idcttption gcfommen, ober ifi r=n-i, fo ftnb bie 

beiben aM ber legten 2)iScerption entfianbenen ©lieber 

k-i k k-i 

benn ber eine ber beiben Slf^eile ifi = o, meil eine S^^cultdt mit biefer SaftS ben 
gactor o in fidf^ fc|)lieft^ 

^an dat ba^er folgenbe Sotalrecurftondformel: 

k k-x k-x k-x k.i 

t°8' = "3' + "-'8'... +"-'8'..- + ^8' 

IDiScerpirt man aber ben 2^eil ber {»artietlen Stecurftondformel, toelcf^er ben 
Sactor k beftgt, fo ift {uerf}: 

k-i ^ k-a k.i 

k.">g* = k(k-irg^ + t."-'^' 

Serfter : 

k-a k-3 k-3 

k(k-i)."*g' = k-(t-x)(k-2),"'g' + k(k-i).»''§V 
alfo vxn&ö)fl 

"8' = "-'8' .+ k.'^-'g' + k(k.i).»-'g' +k(k.i)(k-2).'^g^v 

ÜRan wirb allgemein burc^ bfe hte SiScerytion bie beiben Z^t 

k-(h-i) k-h k.(h-i) 

k(k-i)...(k.(h^2))."g* = k(k.i)..(k.(h.i)).'*g' +,k(b.i).k-(h.3)»-*g' 
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erbauen ^abcn, wobei man bte Soctoren, mit fte s^UiöffaU %atult&tm ftnb, burd^ 
tas 3etc^cit^^ ouSbrädPen fänn, fo baß biefe beiben SE^eUe au^ fo bargeflellt iDct^ 
ben f innen; ' ^ 

h-I k-(h-i) h k-h h-i k-(h-i) 

3(1 enbKcl) k = h-i, alfp Ii = k4-i, fo i(l ber et(le biefet beiben Z^eife 

= ^W".' "2f' = ^' *^ 'S'" = '^('^-») •- (1^-^^) - ^ 
ber iweite ift 

4'/ "■^»' = '§■' ' ^« "-J^' = ' '-fr 

affan/bAt ba^er: 

£)urdEl iDtScer^tion ber anbern partiellen 9tecurftonöforme( ftnbet man: 

k k k-i 

ferner: 

alfo auerfl: 

^ati toirb bei ber bten :DiScer)9tion auf b!e beiben 2;betle : 

gefommen fe^n , welche ficb in : 

k 
ijerwanbeln, wenn man h = n-(k-i) fefet, benn e« ifi '^^'^ = o. 

20 
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aXmt iat Uf)€t folgenbf Zotolrecurflontfonnd: 

k k-I k-l k-i k*I. 

SerCegt man oBer iebe<mal ben 2(eU ber partieKen Stecurfionifonnel, welcher 
ben gactor k ent^ft, fo (ut man: 

k-i k-i k-2 

ferner: 

k-a k-a . k.3: 

k(k.i).»-«^' = k(k-J).^-^^'* + k(k.i)(k.2).""^^' 

alfo ftnbet man juerß: 

.^g-' = »-^g-' + k.^-^-* + k(k-i).»-^g-* + k(k.i)(k.ij)»-5g-» 

j^it Iite £)i«cer))tion »irb bie beiben S^ei(e : 

k^(h-i) k-h 

k(k.i),..(k-(h.3)).^-^g-' + k(fc.i)...(k.(li-i)).""*'3"* 

barbteten^ meiere mati ottcb folgenbermaa^en barfteUen farni: 



k-i k-vh-i) 



h k-h 



3f| h = k^ fo ftnbet man biefe beiben Steile: 

weil *' g"* = 1 flf^ önt man" l^ot ba^et forgenbe SotalreoirftonSformet: 

k kl k-l h-i k-(h-.i) k 

-g- - «^-g-' + 'gv """g-'- + 'g-^-'g-^ - +'g-' 

Ge^t man in ber 9{ectnj!on6formel: 

k k-r k , 

^r R ben SSntf)^ i^ fo M taant 

k k-r 

Ö — ^- O » 
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weit ""^^ = o ift: 9lutt fjl aber '^' bie DermutationJjaW \>a kUn ©rabc«, 

k 

weUdc iDtr fdjion frfi^er turc^ p angebeutet >iben, man ^ ba^er unter biefcn Sohlen 

k k-i 

p = k*p 

txftti Setfpiel bon einer partiellen 9f ecurftonSformel , »etd^e ein gemiffeS ®Iieb nur. 
auf filtern, tvti bem ndcbfh)OtberBe|ienben abjureiten (ebrt. 

Zu^ biefe 9I:ecurftott fonn t^oOfldnbig gemacht n>erben/ tvenn man fe^t: 

k k-i k-i 

p = (k-i).p + p 

jDenn eS ifi aldbann nacf^ DoOenbeter IDiScerption : 

k k-I k-3 k-h 3 I % 

p = (k-i)p + (k-3)p -f ... + (It-h).p ... + 2p + i.p + I 

(Sin itoeited Seifpiel einer folcf^en Stecurfton gebfn bie ^otenjen mit gonjeft 
pofttioen dxpmtnttn^ benn e8 ifi: 



alfo aud^: 






» = (a-i).a-' + a-' 



a 

unb man finbet m^ voUtnitttt t^iitttptim: 

welche 9lecurfionSforme( f&r a = 2 nixb bebeutenb Dereiiifacbt wirb: 



5- 50. 

Scftimmund ter TCn^^l htt gönnen, wcl^e (ei brn oerf^iibenen comMnotonT^en Operttttonen 

f^eroorgefien müffrn. 

SRacb liefen Setracbtungen Aber bie Sf^^curtjten fTnb n^ir im ®tanbe, bie Hn^ 
gablber 6omf)rerionen , meiere bei ben combinatorifcben JD|)erationen fucceffio erzeugt 
lüierben, tfbne bie Of^eratron felbß )u «oOffil^ren, bordier ju befiimmen. 
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Sei ten Dennutattonen tamtn mix auf bte Slecutftoitöformel : 

P[,..n]= i.P['-^] + ... + h.P[4J']... +a.P['l^],. . 

WO aUgemein ba6 hU ®(ieb ben Snbegtiff aUet 9)ermtttationSfotinen oui ben foits 
f4^icbeneti (Elementen i, 2 ... n, unter benen aber bad hte fe^tt, unb benm fämtUd^ 
biefed hte &mmt t^orgefegt tjl, ariitiit. 3ebe« @Iieb btefer 9tecur|ton ^at ilei^ilü 
flformen, n&mli^ fo \>itl, afö ftc^ ani n-i wirf ({4^ uerfcf^iebenen &tmmttn erzeugen 

laffem SBesei^nen wir nun bie Tlriia^ aOer formen, weld^e F[i««d] in ftd^ 
fcblieptr mit SP[i-nl/ fo ^'P *>«^ 2Cnja^il berienigen gormeni welche iebe« OKeb 

ber JRecurfiEon in fi(^ begreift, = SP [i-(n-i)]f «nb ba biefer ©liebet n Mn 
banben ftnbi fo ^at man: 

SP[r-.n] = u^SP[i-(n-0] 
93ir b^ben alfo eine recurrirenbe fiSetiebung unter ben gefud^ten 3afflett, bie 
tnbe^enbente 9{egel ber Grjeugung folgt f)kx fcbon t)on felbfl, wie wir auc^ frit^cr 
(§* 12) gefeiten ^abm, aQein wir umgingen babei ben @4^Iuf ber Sbentttdt jweiev 

Steoirjtonen, ob er gleldj^ in ber Ableitung ^jerflerft lag, @o wie SP[r.*n] 



n- I 



recurrirt and) p , benn ed ifi : p = n « p unb f olgli^:^ 1)at man , nad^bem bie Sott^ 
flaute jn n binjugef&gt ifi: 

Um bie Gonftante, h, jü befHmmen^ bemerfen wir, baß f&r n = i, 

SP[i] = 1 ip. ^an "fyat ba^er 'J^ = i, woran« h = o folgt, ba nur ' = 1 
fe9n (ann. SRan l^at ba\)tt , wie wir fcf^on oben fanben : 

SP[i-.ü] = 

Sie ftd^ bie Vnja^l ber formen ableiten Idßt, wo ftd^ unter ben Qkmtnttn 
gle{((ie beftnben, ^aben wir gleidf^faHd f4)on im §. 12 gefe^en, unb ge^nbnt, baß 



n 
P 



a 



biefe 3o^l/ wenn ftdf^ unter ben p Elementen r gleid^e befanben, s= S- fep* ;Str 

P 



« -r 



Knnen, ber SSejeic^nung ber 9)otenien analog, ben 83ru^ 7 burd^ p anbcttten , f^ 

p *^ 
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( 



1 



n , 



bap aCfo E. = "Jj^ 2Ran ffnbet bemgemdp bie Änjo^l affer DermutöHonJformen, 

p ' 

bie ftc^ aud n Slementen, worunter ft^ r gleidf^e ber einen ^ii)t, h gleicf^e einer 

onbem i>b^i befinben,. fo,* baß. aOe übrigen n-^Cr-fhj wftftUj^ Derfcbitben"t)on m^ 

anber' finb ^ = p. p. p. u. f» w. • 

Unter ben ßombtnationen an ftd^^ bei t>erbotener SBieberbolbarfett ber ßlemente 
fanben xoix fo(genbe StecurftonSformel : 

k^ k-i k 

C'[i-n] = C[i..(a-i)]*n + C[r..(n-l)] 

k k^ 

unb man bot baber, wenn S C[i..n] bie 2Cnjäbl aller jgormen t>on C\ [i - "] 
bebeutet: 

k k-l ' k 

[ SC[r..n] = SC[i*.(n-i)] + SC[l..fn.i)] 

k . k 

ober wenn man flatt S C^[i,.n] ba§ leidster ju iberfebenbe'^3cic|ien "^A fl^braucbt: 

k k-i k 

"A = "-'A + "-"A 

®ani auf biefelbe Tlxt wfirben au^^ bie S<^cultdten mit ber iDifferen) -1 recurriren, 

-^- = k.-^^- + --^;^' 

loenn nic^ in bem erfien ©liebe ber 9?ecurfton8f cale ber ff actor k befinblicb to&n* 

k 
iDit>ibirt man aber alle ©lieber biefer ©leicbung bur(b P« <>ber multi))licirt fte mit 

-k 

Pi fo iP: 

unb in biefer Stecurfton {tnb bie ©lieber aM n unb k auf biefelbe Tixt sufammenge- 
feftt, xoit bie ber oben gefunbenen StecurftonSformel 1 unb man 1)at baber n^egen ber 
Sbentitdt berfelben: 
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"1= S Clr..n]. = :(';.+« •+«^- 

xoo bU briben Qmftanttn g unb h nocf» su iefh'mmen fibrtg ftnb. 

- i . • ■ I 

{einen n eiemcnte M %ma bat. SRon (at ba^er: • 

woroitf folgt, taf fowo^I h, «M g = o fe^n ihuf. 
e< ift «Ife «agemcm: , 

3. ». 

.Qp/r, fti ^ -5 8ÄJ-I _ 8.7.6.5.4 , 

Set {Befrad^tung ber eombtnattonen ici gefiattettt SEBtebcr^oIbarfeit ber €( 
.ni<nt« ttlfitlttn »it forgwib« »»arttette «ecurfionöformel : 



^on ben^acult&tctt u. 
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k • 

man iat ba^tt unter ben Sal^Ien, S CC<**d] folgenbe reqrrfrenbe Sejie^ung: 

k k-i k 

SC[i-:n] = S'C[c.-iil+ SC[x--(a-i)] 

k k 

I ober, wenn man flatt SCb«» fiberftc^rtidj^ere 3e{($eft "A gebraud^en mü. 

k k-x k 

^A « "A + "^'A 

SRtt btefer 9lecur{ton wfirbe bie für bte Sfacultdten nüt ber S)(ffercni i,. n&mliä)': 

tbentifcb fe^n^ wem in i^r ntd^t ber Sactor k bal eine ©lieb be^^etf. 3)imbict 

k ■ 

man ober iebeS ®Iteb mit p, fo iß: 

k k-i k. 

p. tj — p . 'o + p. Xf 

eine StecurffonSformel, n)e(cbe mit ber für S C[r**n] ibentifclf \% ^an ^at baber, 
menn man bie Sonflanten ftngirt: 



"§ 



güpk= 1 iflSC[i-n] = n 



folglich 



d-K 



I woraus, »ic oben, folgt, bof fowo^I h aK g=o fß, nnb man ^ ba^er angemein: 

8C[r..n] = ;':'^» 
loeld^eS Befultat mit bem frfi^er gefunbenen bis auf bie Differenj einfiimmig i{}. 
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^f 



■ * . ■. • I , 
• ■ f ■ 



SC[...4] = ;!# = ^ = ^. 

I ■ 

' S CC...51 = ;t Y = fUl = 70. 

SC:r..5] = ;"|f = »nä = 35. 

SC[i..5] = ;'.'^ = 5-' 

Sie SSetrac^fimg bet ^rnjolil ber 6ombtnattonen gu befh'mmten ®unimen' f&^rt, 

l^efonberS toenn man bad niebrigfle @(ement aDgemem eine:.)>o{ttit>e ober nt^atVoz 

3a^r fei^tt lift, }u fe^r Denpüfetten Utitf rfuc^ungen , welc^^e %m ntc^t an t^rem JDrte 

fevn bfirftem * . 

S>te Variationen leifetctr rxni auf folgenbe SRecurftondformet : 
k k-i k-i . k-i, 

^m %Cii bal^er: 

k k-i ' k-i k-i 

S V[r-"] = S V[i-w] ••• + SV[i--n] ••• + SV[i-.D] 
SebeS'ber ©lieber biefer Stecurftonöformel , beren über(;au))t n t)or]^anben ftnb, f(eUt 

biefe(be 3a^I t)or, unb mm ^at ba^er: 

k k-i 

SV[l.-ii] = n. SV[i..n] 

Aber auf biefelbe 2Crt recurrirt a\xäi bie ?)otenj bet »ajtö n mit bem ejrj)onenten k, 
benn eS ifi: 



tinb man l^at ba^er aDgemetn: 



n^ = u.n^-' 



SV[r..ii]= (a + g)^*^ 



EOBS^^IBBH^BS^ 



!Bon bei ^vicnit&teu u» . 
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Um bie Uiim (Sonfianten g unb h )tt beffimnKti i, fe^e man k r= j , woburc^ 
S V[i.-n] = n »irb, fo ffot man: 

woraus er^eSct, baß g unb h sc o ftnb, fo« ba| man olfo er^tt: 



S V[^--n] = '^ 



k 



3* S3. 6§ if!: 
• 5 



SV[i/ 2] = 23 = 8. 

4 . 

SVlo =1^ = 1. 

3 

SV[i-4] = 4' = 64- 

3 

SV[i..5] = 5' = 135. 
SBefifeen bie Steigen nidS^t alle qM^^UI Qlmtnti, io, baf aagemetn bie erjle 

a, bie jioeite a, bie nte a (Elemente l^abc,* ,fo ifi ^nl §* 38 Rar^, baß man, 

urn^ bie 83ariation$formin aM beh n 9leiffen ju erhalten 1 jeber ber SotiationSfonnen^ 

weldSie anB ben fr&]()eren n-i Steilen erzeugt ffnb, jebeS <Slemeht bet nten Steil^e beiffigen 

» tnu9\ be}ei4ihet mcai ba^et bie ^tnsa^I aOer formen auS ben erften n^i 9tei|en. binrc^ 

A > fö ^Ä^ »«An : * I 

n u-l ' . 

n>e{(be fitecurftondformel loieber.mit ber f&r bie 9>ermutation8ja]^Ien tbentifd;^ ijl, nur 

* X a 

fo, baß bie fvccefftben Sactoven^ |ier nic^t i, 2 ... , fonbem a, a «.. ftnb. mit 

(Spnßante befh'mmt jtcf^ (^ier = .0, benn man |at fiir a =: i, A = « 

21 
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3* 83. Seftgt bte erjfe Steige 3, bie ixotitt 2, bie bntte 2 Slemente, fo i^ ; 
bie 2(nio^I aOer formen = 3.2.3 = 12« Jtdme baju noc^ tint (iUmtnttntti^ Ddn 
4 (S(ementen, fo todre.bie Xn^a^I aOer Sanatton<fonnen =7 3«2.9.4 == 48 u* f* « 

Sie Sarialionen ju befKmmten ®ummen (laben unter ^df, mtm bai nie^ 
bngfie &emmt = i ifl, folgenbe Slecurfton: 

k k-i k-l k-z 

folg(tcb ^dt man : 

ober YPenn man ^^ einfacf^erer 3eicben bebient: 

k k-i k-i k-i k-i 

"^A = ""'A + ""^A •.. + -^'A + .•• + '-^A. 

SBtr fanben aber unter ben Sacultdten mit ber Sifferenj - i bie recurrirenbe 
83ejiebung : 

k k-l • k-l k-l k-l 

unb biefe Stecurftondformel n)&rbe mit ber obigen ibentifcb fepn, wenn nic^t in bem 

Xuibrucfe "^'^ ber gactor ^ t^or^anben lodre. a)lult{)>ii€irt man jeboi^ jebed 

-(k«i) 
©lieb mit p , fo er^dlt man : 

(ine SltcurftonSfonnel, wti^t mit htt obiden wUhmmm mftimmis ift, fo , taf man 
htttt^tigt ift, ju fc()Iief(n, ($ fe^: 

3ur Sefiimmung ber beiben Conflanten g unb li fe^en wir k = i, woroul 
S"V[t..] = I folgt, unb mn ^at ^Ifo: 
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h-I 



I -_ -ato »tg 






GoÜcn biefe beiben Sacultdten ffir iebcn SEBert^ bet |>au))(gtiße n gleidf^ fevit, fo 
^ mfiffen i^re (Sxpomnttn au o werben/ woraus h=— i folgt SRan f6nnte bte 

h+I hfl hfl 

Satult&t *§' auc^ = ^ + '^-' feften, wel^e mit "+«gf-' gleiche ©ijferenj unb 

8let4»e (Srponenten ^t, unb ^teraud w&rbe folgen, baß au4^ bte SBafen gleidE^ Jcpn 
infißten, allein aui ber ®(ei(|^ung h-{*i = n+6 '^nn fo wenig h, no^ g ald 
Gonflante beftimntt werben, weil in ibren ^Cu^räcfen bie «^auptgröße n entbal^ 
tm wdre. 

Um nun aucb bie anbere Sonßante, g, p betermim'ren , fe|en wir in bem 

am 

3(uibrudre: 

für n ben SBfrt^ k, woraus S"V [i-] =» i wivi, itiitm- VC»«] nur-We «ne 
%orm i^ barbietet. 3ji at>er 

fo folgt hieraus ; ba in beiben Sacultdten fowobl bie 2)ifferen) , al8 aud;^ ber (Srpos 
nent einerlei ift, baf audf bie »afen gteic^j feiyn muffen, woran« k+g = k-i ober 
g = - 1 folgt.. 9Ian M ba^er: 

s-vd..) = -v> -'S" 

3. ». 



k-x 



«k r 



164 ^ffler ^(fd^nitt. > 

S'V[...] =-»«»- = 1^ = «. " ■ 

6 4 

S«V[...] =;»«#- = frJ = »8. 

0oa bei ben SatiattonSfotmen )u tetltmmten ®ummen baS niebrigfie Cle- 
ment baSjenige fepn, beffen Snber o ifl, fo (at man bie 9tecuiitonSfotme( . 

k k-X k-l k-l 

k k 

ober wenn m<iXi fi4> jur leid^teren Ueberftct^t jf att S°V[o.*] be« Seichen« "A 
bebient, ifl: 

k k-l k-i k-I k-i k-t 

"A = "A + -^A... + "-''A ... + 'A + °A. 

!Dlon %^i aber bie SlecurffonSformel: 

k-x 

ober wenn jebed @Iteb burcb p btt)tbirt wirb: 

unb man f)at baber: 

•"A = S-Vto..] = -%+••! ''+»'^'^ 
k 

,gfit n = o M ntan S°V[o.-]"= i» t. ft. 

Ith * kfH 



i&o» ben ^nctilt&ttn u* 



14>5 



■ 

xooxMi folgt, ba0 g =: I ift, benn ha in 6etben %atultittn iDiffereo) unb 6r))onent' 
einerlei ift , fo m&ffen eS auöf bfe Safen fe^n. Cegt man mm ferner in : 

f ■ S-V[o..] = -^+''!-+^^' 

k 

ffir k ben SBerf^ i , fo tjl S*V [o- J =i i r «nb basier " 



'# 



j_^-a.+ i)nTxvy. Ober: 

hfl. h-I 

2)a l^ier wieber awet Sacultdten glei^ T^n foOen , welche oerftl^tebene Safen 
^äbtn, fo mäfTen i^re Grfionenten = o fepn, loorauS mon h = -i ftnbet, fo, 
Jba^ alfo: 

s°V[o..] = -^V'^"^%'' 

3. €. 

S*V[o..] = ;!«# = f^: = x5. 

Sei ber Crieuguns aDer Sariation ^formen # xotl^t }u einer beflimmten 
Gumme sef^irig ju aQen Jltaffen gebtlbet »erben (dnnen , leiteten wir folgenbe Ste- 
curftonSformel ab : 

^9Ran l^at alfo: 



-I 
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92un rfi aber: 

eine 9Iecurfion<formeI, xotl^t unter biefer Sorm mit ber obigen niil^t tbentifc^ Tepn 
fann, weil fie n+i ©lieber entfid«, »dbtenb jene nur u befifet. ©iefem Um» 
flanbe ifl aber abju^eifen, wenn man nur f{att n ben ffiertb n - i fefet, woburct^ fie { 

^-I _. 2(n-i)-i ^ 2(B-a)-a ^^ , g(n-l)-h ^^ i a(o-I^ -{n -l) , ^ 

wirb, unb jeftt ifl fte mit ber ffir S'^Vfi*-] öonfommen einjlimmig, fo, baf alfo j 

gftr u= I jjl S"A" [I . . ] =^ i" folflli* 

a^ =1, b. b* g = o, unb bober 
S»V[i..] = a-' 



3. e. 



S'VEt..]=^3« = 64. 

S*V[r..] = 2* =-i6. 

S V[l'«] = 2* = 3» u. f. »» 



ämeiter Zb^ä^niit 



Ttntotnhm^m Uv Sombinattondlel^re auf einige einfädle 

^dde ber Sßa^rfd^cWd^fettöcec^nung. 



§. 51. 

Iwa, wo auf eine ober bte anbete IBeife mel^rere Sdlle fien>orge^en , fo, baß babet 
ber Sufall jeben berfelben ergeugt, ba fann man mm folc^en ^aü nidft oorber 
befh'mmen, gerabe votil er iufjdtg tfi; aDetn ti tfi immer mb^liö), bte Sa^rfc^ein« 
liöfttit anjugeben, baff ftc^ ein gewiffer Sau unter mel^reren ber Vnga^I nacf^ befann^ 
Un Sollen ereigne. 

jQie Srage, ob fiber^aupt SufaQ flatt ftnbe, ober ob aUa, toa^ gefd^iebet, 
nadE^ beffimmten, Dbgleicf^ bem unoollfommenen menfc^Iid^en ®e{f{e nicfit befannten 
Slaturgefegen fid) ereignet, gel^Srt m'df^t l^ier^^. 6S lift ftd^ nid^t Idugnen, bafi ti 
m'ele giebt, weld^e bem SufaOfe gern adeS {ufdE^reiben micfiten, t>ie(e aber auc^, xotlöft 
mit htm SBorte Slaturgefeg grofen SRißbraucf^ treiben. Uni (iimmert iai l^ier ntc^t, 
}»it fagen# baff einen timfianb, welcher fiä) ereignet, fo, baß fid^ gar (ein ®runb 
einfel^en Ijfit, warnm ntc^t eben fo gut ein anberer eingetroffen tfi, 
btt SufaK ergeugt b^be. 

IDte C3al^rf4^einn(^feit, baff unttt mehreren %ilUn, bie fic^ 
ereignen fönnen, einer ober einige Don benen eintraten, bie man tu 
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iDartet, wirb ertannt/ wenn man bte Xnja^f biefer gunfiigen Säde 
mit ber aller m6snclS;en t)ersleicl!)t X)ie SEBa^rfcf^etnridS^tett ift ba^er baS Ser< 
l^,dltntß iweier Säulen, unb alfo wicber eine unbenannte 3a(^L 

®inb alfo &berlEK^u|)t n SdQe m6gltd(^ , unter benen ftcf^ k günfüge obet foI4ie 
beftnben, bte man erwartet, fo ifi bie SBal()rf4)einlicl!)(ett , baß fic^ einer btefer gfin« 
(Hgen SaQe ereignet, ober baß ein Sau, we(4fet eintrften muß, einer ber eriofinfc^ten ^ 

:Die 3a^l k fann nie gr6fer fepn, al$ n, unb ba^er ifl bte Säa^rfcf^etnlic^« 
teit leberjeit ein ti)\ix SSruc^. SBenn aber untfr n S^Oen k gfinlKge ftnb, fo beftm 
ben ftdl^ barunter n-k ungünßise, unb bie SS}a^rfc(;ein(icl^(eit, baß einer biefer ungfin- 
fKgen Sdde eintritt, ober bie Unwahr fc^eittl idS^ feit, baß ein gfinfliger ftc^ p 

eignet, tflr = — , »el(|>e8 auc^ jeberjeit ein ec^^ter äBrud[> ijl. ^ 

e« ifl aber : 

n Uj n 

folglict^ ifl immer SBa^rfd[ieinIi4^{eit unb Unwal()rfdi)eittli(|^{eit ber (Sin^eit g(ei(^* 

3e arißer k, ober je ((einer n wirb, bcßo gri&ßer wirb ber iBru^^ - 

Ober bie &a^rfc|)etnltdi^(eit. £a aber k, wenn el iunimmt, li)6(fi{ienS = n ober o, 
wenn eö abnimmt, b6c()ßen6 = k werben fann, unb alSbann alle %iXk d&njlig 
finb, fo folgt, baß bie 9Bafirfdl)einlic()f eit , weld;e = i ifl, in ®ewiß^eit übergebe, 
in welcf^em Sade bie Unwal^rfct)einlic^feit = o ifl» 

3e großer n, ober ie f leiner k ifl, beflo f leiner wirb ber Sruc^ -^ ober bie 

II •. -^ 

Sßo^rfdlieittlidE^feit 6< fann aber k nic^t f leiner ald o werben, wd^renb n icbe 
®r6ße erreidE^en fann. %m erflen Solle ifl bie SBa^rfc^einli4ifeit = .o, bie Itnwol^« 
fc^einli^f eit alfo = i , im onbem ndl^ert ftc^ bie SSat^rfd^einlidj^feit bem dußanbe o. 
alfo bte Unwa^rfdbetnltd^^feit ber (Sinl^eit immer me^r, obgleich weber bie eine, ium( 
bie anbere t^re ©renje je erreicht* %\xt k = t> ge^et alfo bie Unwa^rfc^etnltd^feit 
in @ewiß^eit Aber; ifl aber n fe^r groß gegen k, fo ifl immer noc^ SBa^rfc^einlic^fcit 
\)orl&anben/ obgleich fte fel^r gering iß, unb fo tlein gemalt werben fann, o» 
man wiD» 



«N 



^atitf^tinU^l^ititt^üntiQ. 
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aSa^c^mlid^fett unb Unoal^rfdS^'nlicIftf cft ftnb alfo tmmev s^'f^ o tmb i 

SersUt(^t man bte SBal^rfc^emlic^fett mit ber Untoa^dftinti^tit , ober | 

mit ijiE, fo entjlel[)t ber (Sxponmt ~, b. ^, bt« SSerfidrtniß ber SBafirfc^emKc^* 

fett iur Unwa^rfcf^einltcIS^fett tfl ba« ber ^tnjaM ber s&nfKgen S<Iffe au bet ber un^ 
gfinfligen. 

2Die aSetbobe, bei gewtffen (Belegenbeiten, bei welcben ftcb 
mebrere Sf^de ereignen (6nnen, biir Sr6M ber ffial^rfcbeinlicfiteit 
ju befitmmen, baf fidS; ein gewiffer ober mehrere geiDiffe biefer %ilU 
y>ot anbern ereignen, f)t\p SBabrfcbeinlicbteitSrecbnttng. 



§. 52- 

Sm^nuna ber SBo^rfc^einti^fetten M Spielen» 

3(u8 bem Sorbergebenben ifl nun Kar, teai man unter SBaJ^rfd^einncbfeit bei 
epiütn ju oerfiel^en b^be. ZUt &pitlt, bei benen nur ber Sufall fierfcbt, ffti^m 
«^aaiirbfpiele. SRon fegt auf einen gewiffen %aU, t>on> bem man l^oft, baff er 
eintreffen »erbe, einen getoiffen 9>retd, unb erl^d(t einen ®eioinn, wenn biefe «^off^: 
nung erf&Qt wirb» 2)iefer Gewinn mug ftcb aber nacb-ber SBa^rfc^einlicbfeit, ba| 
biefer %aU eintreten wirb, unb nacb bem Sinfage ricbten, unb gwar mufl ficb ber 
Silligtett gemdß ber Sinfag ju bem Gewinne Derbalten, wie bie 
SBabrf(bein(t4^f eit }ur Unwabrfcbeinlicfifeit, ober wie k gu n-k, benn 
ber Spieler ^at k, ber, wel^^er ben Gewinn begabten foU, n-k 

%HU füt fi(^* SU ba^er i bie SSa^rfc^einlicbf eit , alfo ^ bie Unwabrfc^eim 

liebfeit, A ber (Sir.fab unb B ber Gewinn, fo mu^i 

A _ J^ 

B n-T 



fe?" 



Sit woQen biefeS guerfl auf boS SBfirfelf^iel anwenben. 
Um juerfl gu erforfc^en, wie ml t>erfdj^tebene SB&rfe allgemein mit n Kür: 

22 
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feto miQliäf ffnb, fo ifl llat, baf »u iebmt Surfe iebcr SBihrfel eine fetitft 6 Seiten 
barbietet, baß a(fo ade m6glid[ien SB&rfe nicbtS anberd, aM ber Snbegriff aQcr SSa- 
riattonSformeti ftnb, bte iidf aui n 9lei^en, wot^on iebe 6 Clemente int^ilt, erjeugen 
laffen, tinb baß enblic^ bte Xnja^t aKer mö^ad^en SB&rfe , 

n • 

ijl. (§• 50.) 

Sollte man aDe biefe SBfirfe toüttli^ barfieOen, fo mfißte man bie SBa$ 

riattondformen bilben, bte ani ben (SIementen i , 3 . • 6 gur Siü^ n 'm6glt(^ ftnb, 

allein ba aOe biefe n Keiben in ^infiö)t auf ibre (Stemente tbentifc^ ftnb, fo Der* . 

• wanbelt ficbV[r.,6] in pC[i*»6] (§. 36.) unb man f)at baber nur nöt^ig, aDe 
6ömbtnafion6formen aui 6 Elementen gur JUaffe n ju erzeugen, unb'jebe fo oiel- 
mal in nehmen / M ftcb ibre Elemente t)erfegen laffen. 

@o(Icn nun 3. 93. t)on ben 6° mSglicben Sßärfen biejenigen als bie g&nfligen 
angeft^en werben, tve(4)e glei^^e ^(ugen 1)aUn, atfjo entwtber n St'nfen, n Biveten, 

u. f. tv. fo finb ber gfinih'gcn Satte 6, w ^t^renb a(fo b«r ungfinftigen 6" — 6 {tnb , btf 
Sa>rr*eml»(^feit ijf otfo = T = "STT *>ie UnwaJrf(^emK*f«ft = 5!-ii 

6 6' gu 

unb ba9 fßtti&Uni^ ber SBa^rf4)emIt(()fett jur Unwa(rf(i^einrt(^fcit 



6°-' - I 
gii-i 



SBettet j. S3. iemanb/ baß er mit jwei flB&rfeln gtoei gleicbe Zu^en werfen 
werbe, unb fe^t barauf ben (Sinfag t^on 4 39Cr fo muß ffcb btefer ju bem ©eioinne 
oerbalten »ie i jU 5, ba biet n = 3 ijl« SSebeutet alfo x ben (SIewinn, fo t^: 

iM = i alfo X = 20 3^. 
@))ie(t man* mit 3 SBürfeln, unb beb^Kt obigen Cinfag bei, fo ifl hai SSerbdrtniß 

ber SBabrfcbeinlicbf eit jur Unwabrfcbeinlicbfeit = pTj = ^» ""'^ ^^^^' ^^^^ 
X ber Oewinn iff, 
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SBebiente man f!c^ 6 SBitrfel, fo tft bei bcmfelben Sinfage 

~? = 6^1 Ä'f^ -"^ = 7776- 4 »C = 1295 v@ 20 33C- ^ 
®oEf nur in bcm Sade ' gewonnen werben ^ wenn t)on ben 6 SB&rfeni bie gleicde 

Vu$€n l^aben, ein gewiffer eintritt, To ift bie^a|)rfd[ieinlidE»(eit = -^ unba(foba« 
Ser^dltniß ber Sßa^rfc^einlid^reit jur Unwal^rfc^einlic^rett = 



6» -i 



6t){elt man 



bal^er xaW 4 ffifarfeln, tinb ifl ber ©nfaft = 4' 3K, fo ijl: 

folglidj^ iß ber ©ewinn 

X = 1295. 4 »C = 215 vg> 20 aJC 
imb bergleic^en. 

2)a aUe auf biefe Xrt entfle^enben SBArfe nicbt« anberS, alS CEbmbinationd^ 
formen bei geftatteter Sieber^olbarleit ftnb, bie ftci^ auS ben Elementen bttben laffen, 
fo, bafi Übe fo oft t9orI6mmt, wie ftc^ \\ßi Slemente t^erfe^en lofTen, fo ^fo{gt, baf 
ein jeber einzelner SSurf fo oft t^orlommen tann, ald bie 2(ugen, welcf^e il^n bilben, 
f>ennutirt werben Finnen. SBirb ba^er ein gewiffer SBurf t)orgef(^rieben unb «erlangt 
tnan bie SSSa^rf^^einlid^eit, bafi er eintreffe, ju bejiimmeni fo t^ergieicf^e mwi bie 

9>trmutatiönj}a^( p m(t (f^ ^ wiQ man bad SBerbaltniß ber SSabrfc^einIic(;Feit gur 

Unwai&rfd^einlicdfeit wiffen, fo tjergleicbe man p mit 6" — p» 

3. 83. :Die SBa^rr4feinIi4^{eit , bap man mit 4 SBurfeln ben SSurf 1356 

iD0^Tf(^ctnlt4>fett ifl ■•—- — ^ , benn bte Vitja^I ber g&nfligcn SBfirfe i'fi 
1.3.3.4 =. 94« ®i>B mit 4 Sßfirfebi ber SBurf 1233 entfielen, fo ftnb ber 



gtinfflacn gaoe = iii|L* = 13, bie Sa^rf(^einli(^«eit = ^ = j^g ""'^ **' 

S3erl^d(tni^ ber aSaJ^rfctfeinlictfteit jur Unwa^rfc^einlidj^f eit = JL, ®oa alfo auf 
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liefen SBurf feer (Stafa^ ten 4 $K dcf^t tonfben, imb ift x bet Onohm, fo i(f: 
ist — i-alfox = io7^ 4»t = i7^^»C 

Se 8r60er ta^cr bie |>ennutati0n(ia(l ift, beßo gröfer wirb bie SBa^rfd^eim 
Itd^Pett bei berfelben Xngal^I wn SBfirfebt, tmb ffe tfl ba^er am gri^effen, wenn oOc 
Xugeit t>crf4iieb(n t^on etnonbet ftnbf bei welcher SorauSfe^simg freilict^ mnr 6 Sfii^ 

fei angenommen »erben (6nnen. VtSbonn tfl bie ffia^rf4)ein(i(^(ett s ''^^|"^ 
= ^g^ = -^ imb ba« »erWitnif ber 8Bal^rf(^ein(i4^!eit jur ttmoojrf^eiw 

KAfrit = Z» = J^ = A 

46656 - 720 46936 3i9 

GoQ balt^er bev 9reie wn 4 J9C defegt »erben/ fo ifi, »emi x ben Oe»tmi 
bebeutet : 

SBenn et me(^rere ©elegenJ^eiten gtebt , »obet t>erf(^iebenc %iUt bm^orge^r 
imb a befinben fid) bti ieber ©elegen^eit gänfitge unb ung&nßise SfdUe, fa liflt fcfi 
bie Sal^rfdS)einli(|^teit, baf jebe (Belegenbeit ju g(eid[ier Seit einen gänfKgen SaQ ^ 
i^orbringt, bicf^t berechnen. Sei ber erfien Selegen^eit miitn a gdOe» bei ber speis- 
ten b, aDgemein bei ber nten n SdOe itberbaupt m6gli4^ feyn. 8ei ieber ®e(egen* 
ttit ge^et jur 3eit ein %aU ^tnot, iebe bietet iebeSmal einen SaQ bar, imb biefet 
fomt alfo auf fo t9ie(e t>erf(^iebene Vrten gefc^e^en, ali fic^ Sariation<fbrmen auf 
ben n {Reiben t^on Elementen, beren Vnja^l iebocf^ nicf^t in ieber Sfeij^e qUI^ 1% 
bilben Jaffen. ^Die Bal^I aller biefer formen i|i aber = a*b*c««*n (§• 50.) unb bt^ 
^er flnb überhaupt a*b.c*.«ii gdOe miglic^* Unter a migen mm «, unter b, t, 
unb aOgemein unter n, 9 gfinflige SdQe fepn. &oU nun ein gfinfh'ger SaO im San* 
gen l^eroorge^en , ober foQ iebe (Selegenbeit einen i^rer giinfKgen ^iUt barbieten, fo 
fann bicfet »ieber auf fo oieie t^erfd(^iebene J2(rten gefcf^el^en , M fUfy Sariotiontformeii 
au« ben n diei^en ber gitnfKgen gdUe ableiten (äffen, votldfti aber m.ß.^.^9 mal 
gefdS^el^en fann. 

Senn ba^er hhtx^rxpt a,b*c*«n rnftglic^e, unb barunter *.9.y..f sftn^se 



* - 
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94ae 9or^b«n flrib, fo ijl bt« flSa^rfd^einnd^fcit, baf ein gewiffn J^erMtgcl^enber 
«*a ein flfittjKser fji, = ^g^-*' = |. ^, i: ... ^ 

«i» «. l>,c..,B a^b'c • 

9hm ift aber f^bie SBa^rft^etnUd^rcit, baf bie erfle edeaenWit, 1, bai bic 

iioette aDgemein ^ bie SBa^rfc^etnlidlifeit, baß bie nte Selegenl^ett für ftcb einen gün^ 

fK^en SaO l^erborbringt, unb e» folgt (ietauS, baß bie SBaJ^rfc^einli^feit; baß 
feet Derfcf^iebenen ®elesenl()eiten an» ieber ein gfinfliger 9^11 jugleic^ 
cntfiefie, au< ben SBa^rfcfieinlicf^fetten, baß bei iebet Gelegenheit 
ffir ({(6 genommen tin gfinfiiger Sad fierborgel^e, {ufammengefegt ift. 
3« (S. SBenn 4 Derfonen ju gleid^ev Seit, jebe mit brei as&rfeln fpieUn, 
fo ift bie aBa]^rf4feinn4^feit, baß ber erfb für ^d) genommen brei gleicf^e Vugen 
loirft, ss^Vr ^^^ 9Sa^rf4fein(i(^(ett, baß ber }n»eite ffir fi^ genommen bie Xugen 
X15 »erfe, = sl^ = 7^3, bie SBa^rfc^einHcdfeit femer, baß ber britte bie SB&rfe 
035 n>itft, = ist ^t^ SB3al^rf4feinß(||feit enbb'c^^ baß ber bierte ben Surf 666 
trifft, = 3^7. jDarauS folgt aber, baß bie IBa^rf(^einIid[|teit , ba| aOe m'er Ver^ 
fönen au gleicf^er Btit biefe borgefd[iriebenen SBfirfe t^un, = 



I X 1 z .. 
!«♦ T5- JZ* 51^ — 



tmb ba« Ser^dKniß ber Sßa^rf4fein(i(^feit jur ttnma^rfc^einßc^feit tji = nn\m* 

.Ge|t ba^r j. S. eine lebe Derfon 6 J^C/ fo, t^oß ber gange (Sinfa^ tin 

Z^aler tft, mib fud^t man ben ®ewinn x, ben man ber SiOigfeit gem4ß erlitten 

foDte, fo i(( ^ = 99T3VT7T ^* ^* t^^^" ^^^^^^ <^^^ ®en>inn 30155391 S^aler. SBenn 
fi(( nmt auc^ bie t>ier 9>erfonen in biefem gewinne t^eilen, fo l^at boc^ eine iebe mit 
6 9utegrofclS;en 5 fRiHionen 3;^a(er geioonnem 

IDie SBal^rf4ieinli4ffeit, baß Semanb mit einem ffifirfel boS erflemal i, baS 

aiveitemal 9, u« f. f. baS ft^SUmoi 6 loirfi, if( =^ s= i^m^f ^enn' bie Sßa^r^ 
fc^einlic^^feit eine« leben %aUa {(l = ^» 

Senn man ant einer gegebenen Tütiaifl s n bon Singen iebe^mol tint 
^mifft Tin^a^l = k berfelben (ert^or^ebt, unb bamit fprtfdl^rt, bii man auf biefe 
Seife oOe migßdS^en k Singe ^ausgesogen (at, ober, wü^t9 baffelbe ift, loenn 
man au6 ben Sfementen i, a». n ade CombinationSformen jur dtfoffe k bei berbo« 
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k 



l-I ii(o.-l)...(n-(k-l)) 



teuer »Bfeber^olbatfeit biftet; fo fann biefeJ auf j;^ "^"^ = ^^ ^^ ^^ 

(§. 50.) tjerfcblebcnc HxUn gefc^eben. • •' - 

3. S3. SSRan verlangt ju kDtfTen, auf xoit t)ie( t^erfc^iebene SBctfen man au8 
einem SBbtflfpt^Ie t)Dn 52 harten 13 erbolten fann , fo ift bte Xnjabl biefer %iUt 

52«5]....4o #:<*- J. «w^ ^^^-* 

- I.2.3.>.i3 =635013559600 

unb bte fe&aWd)ml\ä)hit , bap ein gewiffer SaO, j. S3. ber, 'bap mm aUt 13 
Timt er()dlt, eintreten werbe, ijl = ,,,ox3'5596oo 

SßoQte man beredi)nen/ auf wie t)ie[ t^erfcbiebene 2(rten bie 53 harten unter 
bie 4 ^1)\ftfpxekx t^ertbeilt werben tdnnen , fo tömmt a erfl auf bie Seantmortung 
^er aKgemeinen %rait an, auf wie D\el oerf (biebene TixUn man allgemein m £tnge 

13 r 

in k,Zf)zilc t^^iUn {6nne, \o, bap ber erße n, ber )weite n, allgemein ber rte n, 

k- I a r k-l 

\ nnb bfr kte alfo n = m — (n + n .. + "••• + ") ®inge ent^dlt* 

92immt man juerfi au( ben m ^Dingen ben erflen Xfieil, weI4fer u berfelben 

1 
enthalt, fo fann btefeö auf 'n('"-0--("'-(°-i)) »erf(^iebene Arten gefc^e^en. (§.50.) 

1.3 .. n 

I a 

©reift man femer in bie nocb übrigen m-n 2)ingc ein, um iebeSmal n berau» {U 
nehmen , fo fann biefcS auf 

II I a 

(in-ii).(m-ii-l) ••• ((m*n)-(o-i)) 

T 

I. 2 ••• n 

I a r-i 

\)erf4)iebene Arten gefd^eben u. f* w. ©inb allgemein (n + " • • • ") ©inge üon m 

I 2 r-r • , ^' 

weggenommen, unb foll man aui ben fibngen m-(o + n .«* + n) auf aOc mAg< 

r 

lidjt Ttrten n Singe (erauSnel^men , fo Fann biefeS auf 

1 a r-l 1 a r-i I a r-l r 

(m-(n t P »* n)),(m"(n f n ,, p)"1) ... (m-(ii f " ♦ « t p)"(p'I)) 

r 
I* 3* •*• n 



^a^tf^cinU^lixt6xcä)ntinQ. 
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DerfdS)teb€ne ZtUn gefdS^e^en; 3fi tnW^ r=k, b. 1^. foQ tn^n dud m-(u + n .. n) 

k k 

= n Singen iebetmal n ^txautm^mtn, fo tann MefeS natfirlidS^ nur tinnral ^t: 

f^K^m, tmc aud(^ bte formet getgt , wemt man barin f&r r ben Sertff k fc^t 

Um alfo frgenb eine (Smtfieiluns btefer Vrt {u ma^tn, \o\xb man jebed^ 

. I 
mal eine au6 ben '^(^'^-O -- (m~(n-i)) gomplerionen , ferner tim au& ben 



X» 3 ,« n 



I 12 

(m-n) .,. (m-D*(o-i)) 



9 aOgemein eine ani ben 

7* 2 •• n 

I 2 r-I I 2 r-I r 

. *[m -(n + n ... n)] ♦». [m-(o f n .. p)-(n-l)] 

r 
1 • 2 • • • • n 

(S omplerionen nehmen, unb um alU btefe (Stnt^eilungen üorgune^men / wirb man 
tiefen Vct auf ade migltcbe 9Beife burci^fubren , ober jene Snbegriffe \>on Sompicrio? 
nen aI6 (Slementenrei'ben anfe^en unb barauS Sarialionöformen bilben. Um bie Yn? 
2ab( aDer SSartätion^formen gu erhalten , wirb man bie 3a^Ien mit einanber muftipli- 
ctren, welche bie Vn^abl ber (SIemente biefer Steigen barßeOen, fo, baß ba(^er bie 
SRenge ber m6glidS^n 6int^ei(unsen 

I I, 2 r-I f 2 r-i r 

,.^ m (m - 1^ ♦ » (m » (n - l) ) (m - (n f n ■ » f n) ) ■ . (m - (n f n . . n)- (n - 1) ) 

^ • • • i> ' « • • 

X.2»«*n Ia2*all 

1 2 k-2 1 2 k-2 k-I 

(m-(n f n >. p) ..; (in-(2 f u .. D)-(n-l) 

I, 2. •• n 

I I 12 r-I I 2 r-I X 2 k-I 

^^ iir(m - r) . . ♦ (m « (n - 1) ) (m - n) . . . (m - (n t ■ « * (n - 1) ) ) (m - (d f n ♦ . p) ) » . (m - (o f n .. n) - l) 

"^ I 2 r k-I 

(l. 2 •• n)(l. 2 . . n) ••• VX« 2 .. n) ••• (l. 2 •• n) 

k 

~ * i r k-I . 

(I.2..d} ... (l.2*.ll) ... (I*2*.d) 

ift. 

I a 3 k 

€!{nb aOe Steile gletd^, ober tfi n = n = n .«• = u, xotU^ti wir -ber Jturie, 
liegen mit n begeid^nen woDen, fo ffi bie ^tga^I aDer migßc^en VrtenV' wie bie 
Cintfieilung gefc^e^en fann 



,# 



I. 



176 $weitet ^ii^tdtt, ^al^rfd^einßc^feiMted^nung» 

in,(m-l) (in«'a) »»» fm-q) ^«. (n-"!) 
~ •(!. a.5.. n)*^-' 

StS man nm alfo )• S. toiffen, auf »te t>ieUt>€rr(^tebetie 3(rtctt man bie 
52 iCarten unter t>ter SBl^ißf^uler t>ert^et(en fann, fo fe^e man nur ftatt m ten 
Scrt^ 52, fiatt k ben Sertl^ 4 unb ftatt n ben SSScrtfi 13 in bie Sonnet, worauf fie 

Sa, Bi. 5o .♦. i6. i5. i4 
(r. 3. 3 .,• 12. i3)» 

unb bte gefucf^te 3a^( tß bal()er: 

856612619785« '5^76786i43«>«> 
klimmt man alfo einen bttfer SdUe ^en>or, fo t6mmt e( nod^ barauf an, mic oft 

biefe 4 mal 13 XaiUn, too^on iebe 13 nun nic^t weiter getrennt »erben bürfen, 

unter ben 4 Spielern t^erfd^ieben t>ert|ieilt n>erben f innen, ober mie m'el mal btefe 

4 «Raufen t)on Jlartcn i^re ®teDen toed^^feln f6nnen, wefc^es befamttlidi^ 1.2. 3* 4= 24 

mal gefdlie^en fann*. Hut iebem ber oben bered^neten SdQe loerben ba(ier nod^ 24 

neue, unb ti gtebt basier 

«05563028748427643148674560000 

wirFItc^ t)erfd[|iebene SBl^ififyiele. jDie SBSal^rfcf^einlid^teit , baf f!(^ beii« Jtartengebeii t 

ein gewiffeS Spiel wieber ereigne, iß alfo = 



\ 
I 



306563028748^7643148674560000 
3fuf i^nli6)t SBBeife fann man bie 2(n)a^t aller m6gli(t^en >5bombrtfpiele be> 
recl^nen, bie SS$abrf4f einlidj^f eit , baß man bie Spabiüe ober 83afle ober beibe 8Uglei<l^ 
beim J(artengeben betommt unb bergl. 

r 

S>er Swecf bed SBorl^ergel^enben ifl, ju jeigen, mie man in %iUtn biefer Xrt 
SEBal^rfcl^einlicI^feiten beredEinen (6nne* SS ifi leicht, biefe Segriffe auf SalK^^^in^ 
liä)Uit beim 9otto, bei ben Jtlaffen ^ Sotterien unb berglcitben anjuwenben, ja, biefe 
Vnwenbung erflrecft ^ö) auf geometrifc^e Unterfud^ungen, auf SSetra^tung unb 83e< 
rec^nung ber Sel()ler, toeldj^e bei Seobad^tungen aDer 3(rt wegen ber ttnboDfommnM 
beit ber Snflrumente nic^t gu umgel^en ffnb, unb auf t>iet anbere ®egenfi4(tbc gftt 
ben Qxoiß biefee Vn^angeS gur reinen (Sombinationdle^re tfl eine weitere TbaftHt 
rung biefe« ®egenßanbe$, welcf^er, bollfi4nbtg abge^onbelt, einen bebeutenten Q» 
fang engten mü^U, nic^t geeignet 



,1 



£>tttter }(bfd>nitt. 



^nltiplkation sufammen^efelter formen. 



§. 53. 

- I a 3 
SBiIbung 6er ^robucte aut ^attovtn oon ber %cxm a + a4-a... 

XxSenn man iwet ®r6^en,. bte oud mehreren Sl() eilen beffel()en, mit einottber muU 
ttplictren foQr fo wirb gefobert, bafi man leben 2()ei( beS tinen Sactorö mit jebem 
Zl^tile U$ anbern iuxd) 9RuIttplication utiinxQe. S$irb j. S. bad 9>robuct ber bei^ 
ben ®r6ßen (m + n + p) unb (q + r + s) t)etlön9t, fo |)eift biefeö, man fott 
m 4- n 4* P fowoi;^! mit q, a(d mit r unb enblid^ au4^ mit s muHipIiciren , unb 
man f^at alfo 

(m+n+p) (q + r+s) = (m+ii+p).q -}- (m4.ii4-p).r + (m-|-n+p).s 

ober ro€ld)ti einerlei ifi, ba$ 9>robuct ifl 

= mq -(- hq -j- pq -(-'"'' + "*' •!• P"^ "H '^^^ +-iJs -j- ps 

2>a|fe(be ftnbet ffatt, wenn mehrere folc^er Sfactoren t9or|)anben ftnb, welche man 
burdb 3Rulti))(ication ))erbinben fod. ^ame ). S. ju ienen beiben Sactorerf nocf^ ber 
brttte (v-l-w + ^O^inju, fo würbe man lebed ®Iieb beS 9>robuct$ ber beiben frA- 
leeren S<^ctoren mit jebem @(iebe bei neu ^injugefommenen multipliciren , unb wenn 
ieneft ^robuct Q genannt wirb, fo tfl: 

(m +n+p) (q4-*'+*) (^+^v+*) = Q^ + Q^ + Qz» 

23 
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•Dvittcir Zbid^nitt. 



@$ x(A%ixi ballet ntel()rere Steigen t)on @röfen, jebe ber Inbegriff mei^terer 
bur^ 3(bbtfton t)erbunbener Sbeite, gegeben fe^n; ed mögen ferner bie ©lieber bec 

I a r I a r 

ctflen Steige burcb a, a ... a, bie ber {weiten burc^ b, b ... b, ^VL^rcc^m, bie ber 

I 2 r 

k-jten burd(> (k-i)> (l^-i) *- (t-i) bejeidS^net werben, fo, \>^% alfo bie gactoren, 
n7e(d;e ftcb 5U bem t>er(angten 9>robucte t^ereinigen foQen, 

I a 3 r 

a "T" a "j* a • « • a 

, I 3 3 r 

b + b + b ... b 

I a 3 r 

c 4* ^ + ^ ••• ^ 



(k-i)+ (k-i)+(k-i)..-(k.i) 

finb. 3ebe Steige entbd(t r ©lieber, unb ber Steigen felbfi ftnb k-i gegeben. 2)a$ 
^robuct, welcbe§ wir ftngiren wollen, wirb alfo t)on r unb k-i abb^ngig fevn. 

k-i 
9!ennen wir alfo bf efed 9>robuct = 'K , fo m&ffen wir badienige , wctd[ie$ oM ber 

k 

!9{nlfi)plication t>on k SJeiben entßebet, burc|^ 'K begeic^^nen. 9iixE(t alfo ju obigen 

I a r 

k- I Steiben nodE^ eine kte, k + k ... k, binju, unb wollte man nun bal 9)robuct 
<kyx^ biefen k fUti^vx berechnen, fo ntäpte man ber Definition bed SRulti)>liciren< gemd^ 
ba6 $robuct ber k-i 9iei()en mit iebem ©liebe ber kten Steige mtiltipliciren, tinb 
man bat basier 

k k-I k-l k-I k-I 

'K'= l 'K + t.'R + t'R.. +l:'K 

eine recurrirenbe 9tegel, welche leiert, wie mwi aud bem nJ(^ßt)or.bergel^enben 9>ro« 
bucte ba^ folgenbe ableiten Finne, unb welc(ie nichts weiter ifl, al8 baS gewi(^n(i((e 
SRulftplicationSoerfa^ren in einer anal^tifd^en Sormel bargeßellt. 3u bem recurnmi^ 
%en SJerfabren bei ber Sitbung ber 9>robucte flirrte alfo Wt Definition ber IDperatfon 

unmittelbar, ba§ inbet>enbetite Serfa^ren, ober bie %xi unb Sßeife, wte'K aus ben 



■ I 



3Jl»fti>rtcotion. 
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(Briden, avA lodd^en e« entfiel, gebilbet tfi; b. \, ba« ©efe^, nad^ toeldS^em ffd^ 
^iefe ®rißen }U bem ^robucte'oeteiniscni abjulettcn, bleibt ttn« noc^ ubrtg* 

SBtr ^aben abir in ber reinen 6ombinattonö(el()re (§• 35) gefe^en, bdß ut^ter 
ben Skriationdfonnen/ bie ftd^ mi ben (SUmentenrei^en : 



I a 3 r 

a, a, a •• a 

1 a 3 r 

b, b, b •• b 



I 2 5 r 

bilben (äffen/ iie SRecurfion:^ 

k k-i k-i k-i k-i 

flau finbe, wo bie (Elemente i..r gemeinfdS>apIi4)er Snbei: aller SÄeil&en jinb* ©iefe 
tecurrirenbe Sejieli^ung ifi aber mit ber oben gefunbenen ibentif(|^ unb xa^n ijl bal()et 
(erec^^ttgt ju fcbließen, ba^ bie 9)robucte wA {Reiben Don obiger Sorm ftc^ ^v& ben 
®(iebern berfelben auf eben bie %xt erjeugen, tpie ftc^ Sariationöformen au^ ben^ 
fe(ben bilben, wenn mm bie einaetnen ®(ieber a(d (S(emente betrachtet. 3n ber Sie? 

k • k-l 

curffondformel f&r 'H bebeutet aber baö Stebeneinanberfiel^en ber @{r6pen ''K unb j[, 

k-i 
Dbet 'K unb \ u. f. n>. eine ÜRulti^)rication , fo wie bie Serbinbung ber äeidf^en 

k-i • k-i 

'Kk "»*> "^Kk «• f- *^- ^*"^ 2Cbbition, unb fotglidj) muffen bie al8 Sremente m-^ 
gef ebenen X^eile ber obigen ^zx^^n in einer jeben S3ariation$form mit einanber mul- . 
tipUcirt, bie gormen felßfl, ober jefet ?)robucte al§ Steile abbin werben. 

SBSir !6nnen aber auS ber 3bentit4t obiger beiben SSecurftonaformeln nicjt ^ 

k k. 

gerabeju [erließen, baf ""K = VCi-i'] ifl, fonbern muffen nocb ju jeber ber 
beiben |)«"J>tgr6ßen, k unb r, eine ßonjlanle abbiren, fo, baß alfo allgemein 

k kfh 

'K = Y[i..(r + g)] 



• .* 



y 
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baß btiit Gonftanten J^ier =s o fe9n muffen, erJ^eDet auf ben etften XnMidF, bttnt 
jebe ber Steigen ent^dlt nur r ®Ueber unb bte Xnaa^Jh bet dtei^en ift k. StO man 
obet bte SonflantenbefHmmuttg nadf ber Siegel btnrc^f&l^ren, fo bemerfe man ftuer^, 
baf f&t^k = I, alfo in bem ^afUt baf nur eine 9tet()e t>ortKtnben ifl, totld^t fi^' 
mit (einer anbern multiplictrt^ 

jfi. a^an iat alfo : 

V[i.-(r+g)] = !; +: + !•••: 

«^ier treten alfo formen ()ert)Qr, welche ber erflen klaffe angel^dreni worauf h = o 
folgt; ferner ftnb biefer formen, n^eldt^e, n>enn fte ber t>oI[f(dnbige 3nbegtiff aller 
SSariation^formen jur er|{en klaffe fepn foHen, mit ben Slementen fibereinfommen 
m&ffen/ r toor^anben, moroud au4^ g = o folgt. 

k k 

aSan M ba^eir "^K. = V[i*-^']« n)o ftc^ bie (Stemente i..r auf bie 

gleicb ^o^en ©lieber ber }u mu(ti)>Iicirenben dtti^m bejie^en. 

2)ie inbepenbente Stege! ber (Srjeugung eineS 9>robu€tS a\a meieren Slettcn 
lautet fo: man fe^e bie }u multi)>licirenben fRtx^en aU Slementenrei^en an, Mibe 
baraud nacb ben inbe))enbenten Siegeln aKe Sariationöformen, unb fe^e bie (Sltmtntt 
jn ben J^ormen ald ^actoren, bie formen felbß aber ali Zt)cxU an. 

3. 93.- @$ m6gen bie brei Steigen: 

a + b + c 

d + e + r 

g + h + k 

burcb SRultiplication {u toereinigen fepn. 2)er gemeinfc^aftlic^e Snbejr ift 123, tmb 
ber Snbegriff aller SSariationSformen barauS i flt : 

III, 112, . 113 

121, 132, 123 

13^ i3öf 133 

211/ 212, 913 



221, 222, 223 

«31 1 ^3^f 233 
3"/ 312, ^313 

321, 322, 323 

331 1 333/ 333, 
9Ieo(tftrt mn biefe formen, ober fe^f man f&r iebeS Clement bie ©rife, welcbe ed 
Gebeutet, t)crfnii)>ft bann biefe bnt^ Wlnttiplicaticn unb ftel^et oQe ^otmm aU X^eUe 
an , xoti^e man intö) Xbbttlon mit einanber t>etfnfipft , fo er^dlt man : 

adg -|-' ^^^ "{* ^^^ 'l' ^^g 

+ aeh -|- aek + afg + afh 

-!- afk -I- bdg + bdh + hdk 

+ beg + beb + bek + bfg 

+ bfh + bfk + cdg + cdh 

+ cdk 4" ^®g "I" ^^^ "I" cek 
+ cfg + cfh + cfk* 

GoSten bie }u muUtpIicitenben Stetigen nic^t alle gleic^t>tel Steile ^aben, fo noitb 
man, wie im obigen SaDe, baö $tobuct aud, k-i folc^er Steigen, mit iebem @Iiebe 
einer btniufommenbeh kten multi))Itciren , fadö man baS |)robu€t aud aUen k Steigen 
crf^alten n»iQ* £iefe recurttrenbe Siegel tfi aber biefelbe aK biejenige, meiere n>ir 
jur Silbung ber aSariationöformen au^ tmtooOflJnbtgen 3ttif)en (§. 38) angewanbt 
iKiben I unb ed fo(gt alfo , baf man aucb in biefem gfaUe bie ju muttipHcirenben dteu 
^en ati <S(ementenreiben anfeben mAffe, um an^ ibnen ben Inbegriff aUer Sauation^^ 
formen au erjeugen, n>e((be« realiftrt, bad gefoberte 9robuct barfieOen. 



S- 54. 
9xohvntt aus Soctorctt »on ber gorm ax^ -i* ax^** ••• 

Sichtiger tfi bie Setrad^tung ber Drobuctc folc^er Steigen, n^elc^e nacb $0^ 
tmtm einer gewiffen •^au)>tgrifle regelm^ipig fortf(|ireifen* 






IQ'2 ^tittev 2C6f<f>nftt. 

eine for*f «eiN »J* 

-■« + az + «x' *•• *r «^' ••• " 

Ober aDgemtiner auJgebrfitft; 

S>iefe Sovm 6.egrctft bie erfle in f!(^, tvel^e quo i^ entflel^et, «Denn n^ftn für « ben 
SBertlb o fe^t# unb <r == i annimmt 

m 

6mb alfo fold^cr Sotmen ntel^me g^itbtn, unb toitb gefobert, {te bur^^ 
^{uUiylicatton }u Dereintgetirfo n>trb, man il()nfn einen getnetnf(^aff(tc{^en Snbej: ge^ 
6en, batauS aUe SDariation^formen I^ilben unb biefe reattftren. .2)iefen gemefnfc^aft^ 
Itdj^en Snber Hnnte man beliebig tvj^lenr etwa bon i an u. f. n>.; aUein ed ent- 
f))ringt batauS ein wefenKicf^er ä3or(^eit, n?enn man i^n* fo annimmt, bafi berfetbe 
' tebe6mal mit bem Sielfac^en bed f im (SxpomnUn bon x fibereinf 6mmt. 

3. e. man ^abe bie Steigen: 

. «« + ««+« + .\' t «» . 

fo i{i ber gemeinfd^afllic^e Snber biefer Steigen o, i, 2, unb ba< 9robuct ifi alfo = 

. V [0..2] -= 000, 001; 002, 010 
s^ oir, 0x2, 020, 021 

" 022, 100 u. f. ». 

^ •" Siefe gormen tealifirt, geben folgenbe g)artiaIprobmte: ^^5« + «bL^^t^ 

« 

^ + ^cx3'* + ^* + abcx^*+* «• f- »• ®* '^n" t^^"^^^ W«« ©dbwierigfeiten 

' ^aUn'f fdmtlid^e ^artialprobucte 5U erll^alten; aaein man fielet fd()on aud biefem Sei? 
ft>ie(e, bafTman nad^ ber Slealifation ber formen nodf^ aUe biejenigen ^artialprobucle 
vereinigen m&ffe, welche eine gleiche ^otenj bon x in ftd^ f4)Iie0en. 

3ebed 9>artiaI)»robuct entS^ilt k Sfactoreni t9«nn ber gegebenen 9lei()en k ftnb; 
ieber S^ctor ent^4(t ein x mit einem SrpontnUn, beffeo erfier 2(^eil «, beffen imetter 



o 
c: 



/ •. 



I 



^nlti^Ucatipn. 
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aUt itgenb ein SHüfaä^ti t»oii f tft* ^it\t (tppontntin wnUn, wemt man bie k 
Sactoren mit emanber mnltipMtt,. jufammen abbtrt, woraus toieber ein Qtpomnt 
tpttbf beffen tx^tx ,jif)t\l jebedmal t«, beffen anberer ober* ttgenb ein SSielfacf^eö oon 
<^ fepn.wttb. jDiefeS SBielfocbe. t>on <r n^irb bie Summe ber Sie(fac^en t>on «T fepn, . 
toil6)t bie Sactoten im (Srponenten befafen. ^m alfo oQe biejemgeit Sariationdfor^ 
men, n>e(d|^ei reatiftrt/eine gleicfie ^oteng bet ^axtpigci^c barßeHen, sufammenfieDen, 
wirb man alle bieienigen jufammennebmen m&ffen, beren <S(emente, xotnn mm i^re 
^{angjablen {ufammenabbirt, biefelbe 9ummt geben, benn biefe (Ranna^Un fommen ^ 
ber ttina^me* gemdf mit ben Sielfad^en toon f im Sirponenten Aberein* (Sine gemiffe 

Sorm aus "VCo«*]/ tvelc^e ber Summe r ange(6rt, mtrb, realif!rt, ein x auf bec 

k 

9ot^} k« + r<r geben, unb aOe Oariationtformen avA V[o«.], »el<ie ber Summe 

, k 

r angeboren, ober 'Vc^^*] »erben reatifirt ben tooOflifnbigen Snbegriff aller ber 

©lieber be« |)robuct« barbieten, wel4>e ^^^ + '^ enfl^alten, bemi iebe SJariationö^ 
forn(, »elcbe eine anbere ^nmmt anyA^Xi fft^Iießt auc^, reaiiftrt, eine onbere 9)oten) 
t>on X in {td^. 

Verlangt man ba^er t>on einem folc^en 9>robucte baSjenige ®lieb, welcbeS 

^ka t r« ^x^M, fo iH f« = 'V[o..]. wobei jl* We eremente o, i.. ouf Me 

• « 

erementenrei^en^,^«, Ix«t«-*., J,,«, i^at^ «• f- »• bejie^em ©onbert 

man t)on"V[o-] ^«n gemeinfd&aftli^en gactor x^^ + '* ab, fo bleiben biefelben 
Sariationdformen^£brig , t9obei ftcb iebocfi ber gemeinfct^afttid^e Snber o, i.. auf 
bie Sonffictenfen ber ®lieber ber ju multiplicirenben Steigen bejieM« ^un Z9X%k\i aber 

k 

V[o*.n], welche« baö Drobuct auö k Steigen barjleat, »obon jebe n .®Üeber \n 
ftd^ begreift, aDe JBariafionSformen aur Summe o, i, a 4t. f. o* bid kn,^ (§« 39.) , 
unb bA^er wirb baS 9)robu€t ber k Steigen: 
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. ^vttittt %biifnltC 



v< 



tmet fauUtfiolHtUit bllbet; fo fann tiefe« auf ;^ "§-' = !iSszlh^ 
(§: 50.) wfdj^iebenc Arten itf^t^tn. . ._ " ' 

3. S. ^an Mrlongt au »({Ten, auf xoU t)ie( toerfc^iebene aßeifeti* man aus 
' einem SBbiftfpiete toon 53 Jtarten 13 ex^cdUn fann , fo tft Sie XuAabl biefer %ittt 

= TiraTTHa =635013559600 
unb bie Sa^rfc^eiitlicbfeit, baß ein ge»iffer gaD, 5. JB. ber« 'ba| man aUt 13 
»out et^ii«, eintreten werbe, tjl = ,3,oi3'5596oo 

SBoIIte man berecbnen, auf wie t)iel t)erf(^iebene Vrten bie 59 Jtarten unter 
bie 4 f^ffi^pidzt Dert^eilt werben f Annen , fo tömmt e« erjl auf bie ^Beantwortung 
ber aOgemeinen ^age an, auf wie t>te( oerf (biebene Xrten man allgemein m jDtnge 

\x - • I a r 

in k JE.^eile t^jjilen t6nfte, fo, baß ber erfle n, ber }weite n, aDgemetn ber rte u, 

k- X a r k-l 

^xrib b>r kte atfo n ±: ni — (n + n .♦ 4- »••♦ + 0) ©inge ent^^It. 

92immt man iuerfi au8 ben m ^Dingen ben erflen 2()eil, welcf^er u berfe(6en 



entt;<i(t , fo fann biefed auf 



in(m-i)..;<m -(n-i)) 



X.2 .. n 



t^erfc^iebene Vrten gefcf^e^en. (§.50.) 



©reift man femer in bie nodb übrigen m-n 2)inge ein, um {ebe^mal n berau» ju 
ncbmen, fo fann ^iefcS auf 

z z z a 

• i' > (m**tt).(m»fcn-l) ;,.'((m-n)"(D-i)) ' ' 

r 
^ I. 2 ..• n 

X a r-i 

oerfc^iebene %rUn gefcbe^en u, f. w. ®inb allgemein (n -|» n .«. n) ;Dinge Don m 

I 2 r-I " , 

weggenommen, unb fo9 man ani ben übrigen m-(o + " •*> *f n) auf aOe m6g« 
\\6)^ ZxUn n 2)tnge ^ztanim^mcn , fo fann biefeS auf 

Z a r-Z Z a r'-X ' Z a r-Z r 

(m-(D f n .« n)),(m-(n f n..> d)-i) ... (m-(|i f " ** t p)-(n*X)) 

r 
X« a* •• • n 



\>tti^itUnt Xrten gefd^el^eti/ Sfi enMidfi r=k, b. ^. foD tOAU aM m-(a + n .. n) 

k k 

= n iOtttgen izMmal.n ^txMint^mm, fo fatm bhUi natütliip mt etnnral ge^ 
fdjK^cit, xok au^ bie ^onnel jetgt , wenn man barfn fitr r ben Serti^ k fe^t 

Um a(fo irgenb eine (Sintfieilung biefet Tixt }u machen , totrb man iebed- 

.1 ' . 

ma( dne ouS ben "^''"^^ .>. (m-(i.-i)) gom»re]cionen , ferner eine ans ben 

^ I » ' 

X» a .* n 
( m-n)...(m.--^n-l)) ^ ^tlg,„jj„ „•„, ^„j {,,„ 

13 r-I t a r-I r . 

• [m - (n + n • . . n) ] # • . [m - (a f n . . n) - (n - l) ] 

r 

(Somylejttonen nehmen, unb- um alle biefe ^int^ettungen^oriunei^men, n)trb man 
biefen Ttct auf ade mögliche SEBeife burc|^fu()ren , ober jene Sn^egrife Don (Sompleirio? 
nm üli (Slemenfenrei^en anfe^en unb baraud fBarialiondformen btlben« Um bte %n? 
la^l aDer IBartattondformen 3U et^^alten, wirb* man bie 3ab(en ihit etnauber mnitxplU 
ciren, n>eld|^e bie Vnial^l bec Elemente bufer Stetfien barßelleni fo, baß ba^er bie 
Sßenge ber m^gtid^n Sintl^eilungen 

1. I, a r-I I a r-i r 

^^ m (m - 1) ♦ ♦ (m » (n - 1) ) (m - (n f n » » t ") ) * * (m - (n t n » « »>)- (° ^ l) ) 

— ^ ... ' '■ r ^ ^ ••• ^ 

1 a k-2 1 a k-a k-i 

(ln-(n f n .. p) ,.; (m-(a f a .. n)-(Q"l) ... 

ly a. •• n 

I I X a r-I I a r-X I a k-l 

.^ > m(in-r)««.(m«(n-X)) (m-n)...(m-(iita.* (p-l))) (m-(of n«.p)).. (in*(of n..D)>l) " 

'^ " . , I • a ' r k-I 

(!• a •• a)(i. a . . n) ••• \^i» 2 ,• n) •.» (t* a •• n) 

~ I r k-X 

(l.a«.D} •«. (l<3»fii) .•• (l»a«.D) 

I a 3 ,k . 

6inb aDe SC^eite gleid^, ober ifi n = n = n ... = u, rotl^ti »trüber Jt&rjev 
mgen mit n bejet^^nen woRen, fo iß bte Tlnia^l aOer miglic^en 2(rtenf ' tote bte 
Qtnt^eilttng gefd^e^en fann 



* 
I 



% 



\ 



t ^ 
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^weiter ^fd^trftt SBa^tfc^dnlk^friMrec^mtng. 

•(I. XJ..»)"^'' 



SiO m(in nun alfo }• S. «Nffen, auf »le m'eUt^rr^ebenl TCrten man bie 
52 JCatteti- unter Dier IB^iftf^ieUr Mrti[eacti fanitf fo fe.(K man iiut ftatt m Un 
SBert^ 52, fiatt k ben SBert^ 4 unb #att u beti SBertl^ 13 in bie Somel, »oroud fte 

5a. 5l. 5o . , , l6> iS. i4 
(TTäTT".,» I2, l3)' 

tmb We gefugte 3a(I ijl bal^er: 

• 8565'a6i9785n5i76786i43oooo 

Stimmt man olfo einen bitfer gdQe ^ert^oti fo fdmmt e< no($ barouf an, wie oft 
biefe 4 mal 13 Aarten, wot^on lebe 13 nun nid^t weiter getrennt werben bfirfen, 
unter ben 4 @)»ielem oerf^ieben t>ert^ei(t werben f innen, ober wie biel mal biefe 
4 Raufen toon harten il^re SteSen wet^feln f innen, weld^es befanntli^ 1.2« 3. 4= 24 
mol gefc^e^en fann«. Xut iebem ber oben berechneten SdOe werben ba^er nod^ 24 
neue, unb tt gfebt ba^er 

ao55630287484a7643i4867456ooöo 
wirflic^ terfc^iebene fßWipiek. 2)ie IBa^rfc^einlicbfeit , baf ft4^ beii« Jtartengeben , 
ein gewiffei &pM wieber ereigne, ifi alfo = 



ao5563oa8748427643i4867456oooo . 

Xuf ^bnlid^e SBeife (ann man bie Znia^l aller miglic^en >fbombrtf|>ieIe be« 
rechen, bie SS^abrfd^einlicbfeit , bap man bie ®))abiae ober Safte ober beibe )ug(eid^ 
Ulm Jtartengeben befommt unb bergL 

2)er Swed bed^ Sorl^erge^enben i(t, ju jeigen, wie man in %iUm biefer Htt 
SBal!>rf(t^einIic^feften bmcbnen (inne. CS iß feiert, biefe 83egriffe auf SSa^rfc^ein« 
li^Ieit beim Sotto, bei ben Xlaffen ^ Sotterien unb bergtctdiien anjuwenben, la, biefe 
Vnwenbung erjhedft ffc^ auf geometrifc^e Unterfud^ungen, auf Setracbtung unb Se^ 
re^nung ber Segler, welche bei Seobod^tungen aDer Hxt wegen ber UntoHfommen« 
beit ber Snfirumente nic^t 3U umgeben ftnb, unb auf biet anbere ®egenf}4(ibe. 8&r 
ben 3»^ ^icfe^ Xnl^angeS jur reinen <Sombination<(e^re ifi ^t wettere VuSfÜ^^ 
fung biefe« OegenftanbeS, wel(^, boDf(4nbfg abge^ianbelt, einen bebeutenben ttop 
fang ersten m&^U, ni^t geeignet* 



k. 



«I 



Z)tittet 2(bfc^nitt. 



^nltiplkaiion ^ufammendefe^ter formen. 



m 

- I a 3 
SStlbURg brr ^robuctf avti ^attovtn oon ber gorm a + a-f-a... 

XSSenn man jtvei ®r6fen,. bie au8 mtl^rmn Zueilen befleißen, mit emattber muU 
ttpliciren foK, fo mirb gefobert, baß nian ieben Z()eU bed einen Sactor^.mit jebem 
a:|^et(e be$ anbern buxäf !KuIti))Iication toereinige. SEßirb ). JB. bad $robuct ber bei- 
ben Stößen (m + n + p) unb (q + r + s) »erlangt, fo f)u^t biefeö, man foll 
tn 4- n 4- p fon>ob( mit q, M mit r unb enbli4^ auä) mit a multi))lictren, unb 
man iat alfo 

(m+n+p) (q+r+s) = (m+n+p).q -|- (m+n + p).r + (m^n-f p).s 

ober loelc^eft einerlei tfi, bad 9>robuct tft 

= mq -f- hq -|- pq +.inr + nr + pr + ^^ +*iJs -|- ps 

2>afFelbe ftnbet Hatt, wenn me^rei^e ' foldj^et Sactoren Dorfianben ftnb, welche man 
burcti !OIultt)>Iication oerbinben foQ. X4nie ^. 18* }u ienen beiben ^actoreif nocfi ber 
britte (y -{-w + z)f)ini}x,~io »firbe man iebeJ ®ßeb beö 9)robuct8 bei beiben frfts 
beten Sactoren mit iebem ©liebe bed neu ^in^ugefommenen mu(t{)>liciren , unb mxnn 
iened ^robuct Q genannt wirb, fo ^f^* 

(m+n+pXq + r + sXv+w+B) 3= Qv + Qw + Qz. 

23 



178 JDtittcr 'Uhid^nitt.. • 

(S$ mi^in hifyex mehrere St^i^tn t>on ®xi^€n , jebe ber Snbe^rif mei^rerer 
bur^ 2Cbbi(ion ocrbunbenet Steile, gegeben fepn; eö mJgen ferner bie ©lieber ber 

I a r I a r 

er|ten fRt\i)c burcb a, a ... a, bie ber jweiten bur4> b, b .,. b, aßgemein bie ber 

I 2 r 

k-jten iuxd) (k-i), (k-i) •.. (k-i) bejei4^net>werben, fo, baß alfo bie gactoren, 
wefd^c f<c(> ju berfi »erlangten 9)rob«cte t>ereinigen foKen, 

I a 3 r 

a *T" a *T* a • f ♦ a 

, I 2 3 r 

b 4- b + b ... b 

I a 3 r 

c -j- c + c 



* • « 



(M)+ (k-i)+(k-i)..-(k.i) * . 

<Jnb. 3ebe 9lef()e ent^^dlt r ©lieber, unb ber JRei^en felbfl fnb k-i gegeben, ^a^ 
^xoiuit, welches wir fingfren »ollen, wirb alfo t>on r unb k'-i abl^dngig fepn. 

92ennen wir olfo bfefe$ 9)robuct = 'K» f<> m&ffen wir badienige, weld^eö aM ber 

k 

9){nin>li(atton oon k SRciffm entflel(^et, burd^ ^K beaei^^nen. ^dme alfo ju obigen 

I a r - . 

k- I 3teif)tn noc^ eine kte, k + k ... k, ^inju, unb wollte man nun ba^ 9>robuct 
aue biefen k Stellten bere^^nen, fo mü^tt man ber £)eftnition beS SRulti^lictren^ gemdf 
bal ^robuct ber k-i Sleil^en mit iebem ©liebe ber kten Steil^e m}tltiyliciren, unb 
man "^at bö^er 

k k-K k-i k-i k-x 

eine recurrirenbe i^egel, welche le^rt, wie man aix$ bem nd(^ftt)Oi:^ergel^enben ^ro^^ 
bucte ia9 folgenbe abkiUn f5nne, unb weldl^e nii^td weiter ifl, M baS gew6l^nlt4ie 
SBultipticationSDerfa^ren in einer anal9tifc|!en f^ormel bargefleSt. 3tt bem recurriren^ 
ten JBerfa^ren Ui ber SSilbung ber Drobucte führte alfo bie S)eßnitton ber Operation 

unmittelbar, boS 4nbe{»enbettte Serfa^ren, ober bie ICrt unb SBeife, wtc'K auöben 



WtultifUcatio'U, 
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■¥. 






ijLx^+'+^A^k ... + ^A^k-fcfx .-. +^Ax* ^ 



k-i 



Äimmt nodf ein folgenber gactor (x + a) ^mj»; fo ijl: 

t 2 i + i 

(x-fa).(x+a)..(x+a, 

jDer Soefficient beS hten @Iiebe8 biefeS 9>robuctS, »eichen »it nun bur4^ 
h • , 

^**A anjubeuten butc^ obige Ännal^me gejwungen jinb/4fl alfo: . 

Zbiv auf eben btefe %rt recumten au^ iit (SombinationSftaffen Bei t>erbotener Sie« 
ber(^olbarfeit, benn eS ifl; 

I 2 rfl 

fo, baf ftd(^ bie in ben klammern fiefienben, SIemenfe auf a, a .« u btiii^tn. 

^ + ^A = C [i..(k+i+n)] 

wobei ed noc^ nit^ig ij! , bie ftngirten 6onfianten n unb g 3U beßimmen. 

SbM @l\A biefW ^obncM, ioeI(^e& {ein x me^r ent^dlt, ntup bie ®r6fcn 

_ C i:i..(kvfi)j. ®t|t 

man ba^et in obtsem ^uSbrutfe für b b«n fBüttttf k + i, fo ^at man: 

C[i..(k + i)J='C'[r..(k+i +n)] 
tvovauS folgt, baf 6etbe Gonffantni = o fevn mfiffen. SOtan ^at ba^er: 

' '+'1 =^ C[i.. (1+1)3 



I a Ifi 

a, a .* a als gactoten in ftc^ fc^Iießen, unb ift ballet 
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X^titHt 2(6fd^ttlt^ 



bAß btiU Qon^Mttn ffut = o fe^ti muffen, erl^eDet auf ben er^ XhUhT, htna 
jebe Ut SUi^tn fntf)ilt mtt r ®UAer unb bie Xtigalhbet Steigen ift k. SiO man 
ober bte (Söttflantcifbe^ttmiiniffl naif ber Siegel bttrc^f&l^ren, fo bemerfe mm siterfi, 
baf fär k = i, alfo in bem SaÜe, baf nur eine {Reifte t>or^anben tfi, loeh^e ftcf^* 
mit feiner anbern multiplictr^ 

k 
tV' T , a ^ 3 r 

tfi. Wlan iat alfo : 

hfl 

V[i-.(r+g)3 = i + : + f •.. : 

«^let treten alfo Sormen (^ertxtr, »elc^e ber erflen klaffe onge^iren^ tooxani h = o 
fo(9t; femer ftnb biefer formen, rottet , n>enn fte ber DoOftanbige Snbegttff aller 
Sariationdfbrmen jur erßen Jtlaffe fepn foHenr mit ben Elementen fibereinfommen 
muffen, r toorfianben, woraus an^ g = o folgt 

k k 

aRan M ba^elr 'K. = Vfi-^']» »p ft* bie (Hemente i-.r auf tie 

Qliiä) Jfo'^m ©lieber ber }u mutti)>Iic{renben Steigen bejie^en. 

2)ie inbepenbente Stege! ber (Srjeugung eineS 9>robn€t0 ani meieren Steigen 
lanttt fo: man fe^e bie }u multi)>licirenben Stetem aU @(ementenrei^en an, bi(be 
baraud nacb ben inbepenbenten Siegeln aOe S^ariationöformen , unb fe^e bie (Elemente 
^'n ben formen atö Sactoten, bie formen felbfi aber a(8 S^^eiie an. 

3. S3.* @$ m6gen bie brei Steigen : 

d + e + r ^ 

^ g + h + k 

biircb SRultipIication {u toereinigen fei^n. 2)er gemetnfc^aftlic^e 3nber ift 123; unb 
ber Snbegriff affer S3ariation8formen barau» ifi: 

III; 112, . 113 

I»I, 132, 123 ' 

13h 130, 133 
211/ 212, 213 



^uUipluatlon, 



181 



831, 

3>i' 
33^ 



333, 

233, 

312» 

33a» 

333» 



333 

«33 
313 
323 
333- 



»1» 



dtealtftrt in<in bfefe formen 1 ober fe^f matt f&r jebeS Stement bie ®f6ff/ toelcbe «$ 
Bebeutef, t>erfnfi)>ft bann blefe burcb ^nltxplication unb fiebet aQe Siformen M X^eite 
OH/ welche man burcf^ stiften mit etnanbet ^^xtnüpft, fo er^dlt man: 

adg 4"' ^^^ + *^^ + aeg 

4- aeh + aek -f* ^^R + ^^h 

+ afk + bdg + bdh + hdk 

+ beg + beb + bek + bfg ' * ' 

+ bfh + bfk + cdg + cdh 

+ cdk + ceg -f- ceh + cek 

+ cfg + cfh -J- cfk* 

(SoSten bie }u mutttpltctrenben Sleiben nitbt oOe ^Uidf^itl Z^dU iahtn, fo mttb 
man, wie im obigen ^ade, baö |>robu€t auS,k-i folcber SUl^nt, mit jebem @(iebe 
einer binjuf ommenbeh kten multt))nciren , faOö man baS 9robuct aui aUen k Steiben 
erbaUen n>iB* ^lefe murtirenb« Siegel ifi aber btefelbe M biejentge, welc^ie wir 
)ur Silbung ber aSdriationdformen au^ uriootifljnbtgen Steigen (§. 38) angewandt 
baben# unb e9 folgt alfo, baf man oucb in biefem ^aUi bie ju multiyiieirenben dtei^ 
ben atS <S(ementenrei6en onfeben m&ffe , um auö i^nen ben Inbegriff aQer S3a»ation$s 
formen au erieugen, welcbe« realiftrti bad gefoberte 9>robuct barfieDm. 



S* 54. 

9tohiHt€ aus Soctorcii »otl ber gorm tfx** -i* ax^^ «.* 

Sid^tiger tft bie Setrad^tung ber Drobuctc foli^er' 9tH^, toiU^t nacb 9o^ 
tmaen einer gewtffen «^auiXgrif e regelm^#ig fortfc^reifen. 






18'2 7>xittev %hfd)nitu 

m 

(Sim folc^c Stt\f)t ift 

^ a + ax + ax^ ••• T ax' ••• 

Ober aOgemtmer miitbtiiit: 

:.^ + ax« + * + :,«t^... +.Vtr« .•. 

S>iefe Sottn begreift bie crfle tn ftc^, xoü^t aud t^t entfiel^eti «Denn man ffir «t ben 
SBertl^ o W, unb <r = i onntmmt 

@inb alfo fold^cr formen mel^rere gegeben, unb wirb gefobert, ffe burc^ 
!ERu(tt>Ucation ju toereinigen, fo n)trb man tl()nen einen gemeinfc^affltc{^en 3nbe): ge? 
ben, baraud aOe S3ariation$formen bilben unb biefe realiftren. jDiefen gemeinfc^afts 
lidt^en Snber Hnnte man beliebig xoi^Un, etwa bon i an u. f« w.; aUein ed ent- 
f)}ringt barau^ ein tt)efent(td(^er ä3or(()ei(, n?enn man i^n fo annimmt, bafi berfelbe 
' tebe^mal mit bem Sielfa^en beä f im @j:))onenten toon x fibereinf6mmt. 

3. 83* man ^abe bie Steigen: 

r 

ex« + cx^t« + cV + «^ 

fo ijl ber gemeinfdS^aftlidS^e Snber biefer 9?ei(^en o, i, 2, unb ba« |>robuct ijl «Ifo = 

V [O'^a] = 000, 001, 002, 010 

oii, 013, 020, 021 
023, lOO u. f. ». 

25iefe gormen realifirt, geben folgcnbe ?)artiaIprobu(te: ^^5« + Tbc.x^« + * 

+ TbcxS«"!"^* + •bcx^«+* "• r »• G« fann basier feine ©dbwierigfciten 
l&aben, fdmtlic^e ?)artiaI|>robucte ju erl^alten; aUein man fielet f4)on au8 biefem »eis 
f)>iele, baf man nac^ ber Slealifation ber formen noö) aUe biejenigen $artia()>robuae 
tjereinigen muffe, »eldde eine gleiche ?)otenj üon x in (id^ fd;ließem 

3ebe0 $artiaI))robuct enteilt k Sactoren, wenn ber gegebenen 9Iei()en k ftnb; 
ieber Sactor enteilt ein x mit einem (iTponmUn, beJTen erfter Z^eil «, beffen imeiter 



J 



WtnUlpUcation. 
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aUt itgenb em Stelfad^^^ ^^^ * '^* ^^^f^ di^pomnUn xonUn, xomtt man bie k 
Sactoren mit einander mttltt>ltcirt , jufammcn abbirt, n)orau9 toieber ein Exponent 
tpttb, beffen erfier SEb^il i^^^^>'<^I ^'^f ^^fT^^ anberer ober irgenb ein Sielfa^^cS oon 
y fepn.wirb» jDiefcö SSielfacbe wn J" wirb bie Summe üet Cicifacbw wn «T fepn/ 
toil^t bie S^ctoren im Sjrponenten befafen* |tm alfo ade biejem'gen Sariationdfor- 
men , meldte , realiftrt , eine gleiche ^oteng ber «^aiiy tgrdpe batfleHen , iufammenßeaen, 
iptrb man alle bieienigen )ufammennebmen muffen, beten dlemzntet wen^ man i^re 
^ang3ab(en {ufammenabbirt, biefelbe Summe geben i benn biefe 9tang}al^[en fommen '. 

tet Xnna^me* gemdf mit ben S3ie(facben t)on f im Exponenten überein« (Sine gewiffe 

k 
%otm ani "Vio..], toel^^e ber &nmmt r angefidrt, toixb, realiftrt, ein x auf bec 

k 

9ot^i k« + r<r geben, unb aQe 83ariation6formen oM V[o..], »el<^e ber Summe 

k 
r angeboren, ober 'V[o*»] werben realiftrt ben t>onfl(!nbigen Snbegriff aller ber 



<Stieber bed ^robuctS barbieten, metcde x 



ka t r^ 



enfl^alten, berni jebe SBariationd^ 



form, n>elcbe eine anbere Summe anjeigt, fd(^(iefit auc^, realiftrt, eine anbere ^otenj 
i>on X in fi^. 

Verlangt man ba^er üon einem folc^en 9robucte badjenige @(ieb, welc^e6 

' k 
^ka + r« ^„j^^K^ f^ jji eö = 'V[o..] wobei fiö) bie eiemente o, i,. auf bie 

erementenreiben ^3,«, Ij^ccfd..., J^«, l^afs u. f- »• bejie^em Sonbert 

k 
man wn^VCo-] J^^n gemeinfdEiaftlidE^en Sactor x^« + '^ ab, fo bleiben biefelben 

SBariationöformen-^ibrig, wobei ftcb ieboc^ ber gemeinfd^aftlicfie Snbex o, i.. auf 
bie Sonffictenten ber ©lieber ber ju muHi))lictrenben Steigen bejie^t. Sim entb4lt aber . 

k 
"Vco..!!], weldi^eö baö Drobuct au§ k JReil^en barjlettt, wobon jebe n .©lieber in 

ffd^ begreift, aDe 93ariationdformen jur Summe o, i, 2 u* f. w. bid kn, (§» 39.) « 
unb bA^er wirb bad ^robuct ber k Stü^m: 



1^4 Ibtitttt Zbf^nitt. 



o 
b 



X* + bx*+^ ••• + bx^*'' ^* •♦ + bx^+n« 



o 
mx' 



.« + mx«t« ...+ ^,a^tHÄ.. +mx«tn« 

mit ^^"^ anfangen, fucceffft) ,'''''•'*, ^^«+2* u. f. »• enthalten unb mit J^*^ 



k 



fdf^Iicflen; ba« rtc ®licb nacb bem anfinglicl^fn wirb 'V[o .. o] .x^ '**'■* unb olfo 
baS SEotafprobuct : 

fepn, n>obei fic^ bie SUmente o..ii auf bie @onffictenten ber ©lieber ber ju mttlti^ 1 
<>Iicircnben {Reihen bejieben. 

3>tefe Äuflöfung g^igt, wie man ein jebe« ©lieb be6 gefoberteii ?>robuct5, 
obnc t)0rber irgenb ein fru^)ere3 9)tobuct berechnet j« ^aben, b. b- tnbepenbent bat; 
ftcüen f6nne. 

gür ben einfacberen gatt, baj * = o, i = i ip, werben bie Reiben: 

o I 2 I h t in 

a + «x + «x^ ••• + «x** ••• + ax^ 

®i^ i^^ _J_'»U _L™« 

b + bx + bx^ ••• + bx** ••• + bx" 



+ mx + mx ••• I mx" **• T m 

unb man erb^lt ba6 9robuct berfe(ben, wenn man in bem augemeinern 9>robttcte 
« = o, ^ = I feftt, alfo: 

k L k k 



J 
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9&r « =: / = I ifat man bie Seiten : 

MX '^ tx ••• T" ÄxT* .,, -f» ax** 
',x + bx' ... + bx''+* ... + bx-t 



, i ■•■ .-tili 



o 

b 



mx + mx ... -f- mx • . . • X mx * 

unb bat $robuct: 

SBoUte man ^ter ben Qoeffictenten in ben ditif)tri folc^e Snbicelf geben, xoüd^t ' 
mit ber ^otcnj von x übereinfotnmen , fo xmt ein ititi (Slemcnt im Klange um i 
^6^fr , fo , büß alfo bie Sariationöformen ganj biefelben bleiben , nur bog ibre ®um* 
mn um fo »iel einbetten grifet werben, fo viel Elemente fte entbalten« nimlicb k. 

. k • 

ÜRon pnbet aWbann ben Goefficienten ju x "*■ ' nicbt mebr ■■ V [o . . n] , fonbem 

k . ■ 

""^'VCi-.Cn+i)] "»* <* »ft ^*^<f ^*' ^tobutt ber JReiben: 

.\ + ,V. .. + !',••.. + "tV+' 
bx + bx»'... + bx''.. + °t'x-t» 



mx "p mx ••♦ X nix •• "f mx • 

=r''V[l..^n + i)]x'^ + '^+^\:[i..(n+i)]*^+' ... + ''^"^^C . ..(«+i)].x^C-t.) 
^&tte man bie Solge t^ec ©lieber ber )u multiplicirenben {Reiben in bev um< 

flefebrten Drbnung genommen, fo .wfirbe natfirli* ba* Drobuct biefelbe Ordnung 

befolgt bAbcn. 

Qt migen nun ). . S3. bie Stetben : 

3 + 5« + 6x« — 3x* 
— » + X — a^t« -f ** 

4 — 3x — ic« 4- 7X» 

7 + iix + 3** — 2** 

24 



r- 
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186 ©rittet 2(6fd^ttltt. 

mitetnanber )tt muUipItctren feptti unb man bcrtangt baSieittgeSIicb bti IHrobuctt, u>eI((eS 

x^enf^dlt, fo ff! biefe« =^V[o.. g], X», »enn man ben gemetnfc^aftlicl^en Snbej: (d 
etnttcfittet, bafi et bei jebem ® liebe mit bem Srponenten loon x itbereinfommt 2)ie 

m 

SariattonSfonnen ber Jtlaffe 4 unb &umtnt 3 aul ben Elementen 0**3 ftnb aber 
Iei<^t )u bilben. ^an '^at bie {formen * 

'VC0..3] 

0003 »eld^e« , reoßfirt , barbietef : 3. — i. 4* — a = 24 

0012 • 5 3- — I- — 3* 3 = 27 

0021 s j 3. — !♦ — I. II = 33 

0030 * . . 3. — I. 7, 7 = — 147 

0102 i 5 3« I. 4« 3 =36 

Olli ' ß 9 3. I. — 3. II = — 99 

0120 s s 3. !♦ — !♦ 7 = — 21 

0201 ^ i 3. — 2. ^ II = — 264 

0210 s 5 3, — a. — 3. 7 = ia6 

0300 ^ » 3- I- 4* 7 = 84 ' 

1002 s ß 5. — I» 4* 3 = — 60 

lOll » ^ g. _ I, ^ 3. II ::::; 165 

1020 ^ s 5. — I. — I. 7 = 35 

iioi ^ » 5* I. 4* II = 220 



IlIO 

1200 
200X 
20 ro 
2100 



5* !♦ — 3* 7 = — 105 

5. — 2^ 4. 7 = — ' 280 

6. — -1. 4, II := — 964 
6. — I.- — 3, 7 = ia6 

6. I. 4. 7 = 168 



3000 * > — 3. — I. 4. 7 = 84 

2>te ©«mme ber ^jojttiMn Drobucte ili: iw8/ W« ber negotiwn: 1340 unb ber 
Coffpctent beS gefoberten ©liebd ifl ba^er = 1138 — 1340 = — na, unb ba6 
®Keb felbjl=— iiax«. 



Senn bie )U multiplicttenben STct^ siA^tenit forftaufim, ia wO^tm Sfaffe"^ 
ba6 ^obuct felbfi nt4^t gef^^Ioffen fepn fann, fo {fl btc Vbldtuitg beffelben gewfffm 
maaßrn tiod^ (eicf^ter, n>et( bte Srjeugung brt SariationAformen alSbann ntc^^t burc^ 
eine Qt^tUne 7Cnia\)l t)on 6(ementen befc^r^nff ifl. 

®tnb ber fXcH)tni tvelc^r ffc^ mit einanbet muUi))lictren foDen, tiin: jtvei: 

2x« + bx«+* - +bx« + '*«— + Sx^t*^* 

fo ijt bev ^oefficient beS htm ®(iebe< beS ^robucfS, ober beSjemgen, ivelc^ed 

V ' J 

2 

.= '*V[o..n] = oh, l(h-i) ... r(h-r) ... ho 

oh ih-I a|i-2 r h-r ho 

= ab 4* Ah -f- ab ... + ab ... ab 

Silbimg einel 9>robucf6 au6 swei Steigen f6mmt in bet Znaliffii l^dufig t)or, xoeif)alb 
man alfo biefe Sonn beS (Soefficienten ju merfen f)at 

iDiefe Sormel fann jut Serec^nung eine^ jebeu @({ebeS beö 9>tobuctd ange^ 
iDanbt werben, wenn beibe S<(€toren unbegrenzt forüaufen; brecf^en fte aber bei einer 
gdoifTen i>ilte ah, $. 93. bie eine bei ber nfen, bie anbere bei ber n + Lten, fo be- 
fjilt bie Sonne( nur bis jum nteu ®Iiebe beS 9)robuct$ biefen regelmdpigen SBau, 



a 



»ie au« ber SBilbung t)on "^^V[o.»ö] ftet ift, inbeffen bleibt baS Berfa^iren 
'bennoc^ fel^r einfach* 

Unfere gewi^nlidEien becabifclien ioXfUn ftnb nic^^tö anber<> aW SUci^tn Don 
*er gorrn:, 

o I I . I a r n ^ 

n -I- n-X -I- n-3 n-r . o 

ÄX T^ ax T^ ax ••• ax ... ax 

wobei X =r lo angenommen worben ifl. 3. S3. 66 tfl: 

3974123 = 3. 10« + 9 10« + 7. lo* + 4. jo* + 1. 10« -f- 2.10' + 3 
SRan fann ba^r obige Sorme( jur ^erecf^nung ber ©lieber eine« 9>robuct9 \>on ixoti 
' fUtWflXi dVii^ auf unfere geioi()nIidi^en Säulen ^nwenbeu/ wobei eS aber nid^t etwa 
n6t^ig ift , . biefelben erfi umaufct^reibeui wie wir tUu get^an (oben. (Sine (eichte 
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Sctra^tiing totrb bai Setfa^ren itl biefem SKutttpItdren bfcabtf4f gebtlbeter 3d(^Ieifi 
t9C(c^ in Xbffif^t auf B€(nieinIt(|Cett ^unb JCfirje bem gewöbnltd^en SSerfa^ren weit 

§. 55- 

I a 3 

^ |)b9bucte Ott« Sactoren von bir gönn (a f x), (a f x), (• f x) ... 

9St(bt(g tfi no((^ bie SBetrad^tung ber ^robucte aXL6 fold^en {Reiften, welcl^c 
fcf^on tntt bem crflen ®(tebe abbrecben, unb wobei bte Soefftctenten beS erflen ®(tebeS 
= I ftnb., fo, bafi alfo bal ju berecfinenbe Drobuct 

O ' o o o 

(a4- x).(b + x).(c + x) ,.. (m + x) 

if}. @inb^ biefcr ^actoren k ttotbanben , fo tfi baS ^robuct = 
k k k k 

""VCo,!] + "V[o.i].x .,. '*V[o,i].x\.. "^Vfo.il.x^ 

o o 

wobei ftcf^ bie Siemenfe o, i auf bie ®xb^tn a, i; b, i; u. f. to. besiegen. 9tun \^ 

k 

^V[Oii] = i^ unb ba baS SIement i bie ®r6{le i ^ot^tfU, fo fdflft bet.gactoc 

}u x^ weg. 

k k 

©le Goefficienten ""Ylo,!], *\^[0;t] u. f. w. finb aber noäf einer ^ 

o o o 

bebeutenben Sereinfacf^tutg fdbid* SBit tooKen bie k ®r6ßen a, b .. m burc^ 

12 3k 

a, a, a *.. a bejeicbnen, unb Soefidenten ber fucceffitten ©lieber, ba ffe au8 

I a k 

ben ®ri^en a, a .. a sufammengefe^t f[nb, alfo t)on k abl^dngen mfiffen, burcj^ 

o I 2 

A» A, A ••• fJttgiren, fo, baf wir feften: ' , - ' 

O 1 2 h ' 

(a+x).(a + x);..(J+x)= ^-A^o ^ ^A^' + ^Ax\,. ^A^^ . .• +^k 

obei:, wenn wir bif faHenbe Orbnung beoba*ten, wett^e« ^ier bequemer ift 



i « 



• » 



. ^ 






WtnUxT^UcAt\9», 
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X6mmt no(^ ein folgenber Soctor (x + a) ^inin , fo tf} : 

I b 

X 3 kfl 

(x+a).{x+a)..(x+a 

hTl k-i k 

Jitl V _L kfi k 






X)er Soeffictent beS hten ®tiebe8 biefeS 9>robuctö, )oeI(l(ien n>tt nun bur4^ 



kti 



'A anjubeuten burc(^ obige 2Cnnafime gejwungen ftnb/ tfi a(fo: 

• ^''A-^^A. + ^Jl-'A ■ 

%btx auf eben biefe %xt recurriren aucf^ bie SombinationSflaffen bei t)erbotener SBie^ 
ber(»oIbarfeit, benn eö tfl: 

I 2 rfl 

fO| bafi ftcb bie in ben Jtlammern fielfienben 6(emente auf a, a «. u bejiel^en. 
^an 1i^t ba^er: - 

' + 'A = C [i..(k+l+n)] 

wobei e6 nod^ n6t^ig iß , bie ftngirten 6on|!anten n unb g ju beßimmen. 

S)a8 ®(ieb biefel 9>robttcted, xo^li^zi fein x nte^t entl^dK, rm^ bie ®r6fen 

i, a .. a'aW gttctpten in ff« f^licßcn, unb ij! Mer = ^ [» . . (k'+ i)]. ®e|t 
man ba^ct in obigem Xuöbtucfe f&r h ben Sert^ k + i> fo ^at man: 

C[i..fJt + i)J= C[i..(k+i+n)] 
woraus folgt, baß beibe (Sonffanten = o fepn m&ffcn. SSan ^at bai()er: 

' + ^1 = C[i..(t+i)] 



t9(|. S)rittcr Tibi^nitU ^n\tipU<atxon, 

ob« für k+i bw SfrtJ» k gefegt: 

h h 

''A = C[c..k] 

atfo : 

wobei bie (Slem^nte ald ^actoren, bte formen alS 2^ei(e angefe^en werben. Jtelitt 
man bie einjelnen S<(ctoren itm, b« 1^. ma^t man bte ®r6ßen a ju etffen, x jum 
weiten Zi^tiU, fo n>firbe auc^ baS Drobuct bie fieigenbe JDrbnung befolgt b^^ben. 





I a 



®inb bie @r&fien a , a • • . alle negatit) i fo werben bie 9>robucte aM ibnen , rottet 
eine un))aare 9)? enge berfelben ald Sactoren in ffcb fc^Iießen, fo wie aucb bie 3nbes 

griffe folcber ^robucte negatit) werben, b. b* ba allgemein C [^»-l] ben Inbegriff 
einzelner 9>robucte t>on einer unpaarcn TCnjabt bon Sacforen anjetgti e8 werben alh 
bann aUe biejenigen ©lieber negati)> werben , welche t>on «tnpaarem Stange ftnb , M 

I 3 

SKan b<^^ ölfö • 
(x.a).(x.a)..(x-a) = x^-C[I•A]x'^-^..+ (-I)';C[I••^^^^^ 

• ^Diefer @a6 iß für bie 2C(gebra Sunbamentalfa^ , wei( eine iebe ®(ei(bung 

1 a 

au» Sactoren t)on ber Sorm (x-a), (x-a).«* sufammengefeftt ift, m^ bie ^Kufl&fung 
ber ©leicbungen weiter nicbtd fobert, al6 baS 7(uffu(ben biefer einjefoen Sactoren. 3» 
wiefern biefeS m6gli(b ober unm6g(i(b ifi , if} bi^^ nicbt ber jDrt }u unterfu<ben. 



«.-■ 



,83i(tt(r Xbfc^nitt. 



fßon Ut i^Mfion sufarnmettgefetter %otmm* 



$. 56. 



: r 



ccurrircnbe Bcffimmuna ber ®Iteb«r eine« Quotienten von bet %^xm 

I 



o 



« + Ix«+* -• 



K)ie aOgemeinfie S^tm cinel £luotunten, beffeit ^tt>ibenb unb ;Dtt)ifot nacl(^ V^ten:; 
jen riner «^attptgrifle f ortf(l[^retten , tjt: t . 



o 

b 



X« + bx^^ •.•+bx« + " ••• 



ax -j- ax ' • «♦ -p ax ' 



hd 



• • • 



SEBiS man biefen £luottenten in eine nac^ ^^otenjen t>on x fortfdfirettenbe 
Steige entwicfeln, fo mufl biefe fo befdj^affen fepn, baf bat 9)robuct au8 i()r unb bem 
jDfiKfor' bem £)it)ibenb gteic^ n>trb. ^an tarn 'ba^et'''ben t>erlangten iQuofienten f(n$ 
^ren# bat ^robuct ani i^m in ben 2Dtt)ifor berechnen tmb biefeS bem 2Dti9tbenb gleidj^ 
fe^en; atlbann mufl juerfi t>ie f^orm biefed 9)robuctS ber beS ;&it)ibenbd gteicf^ fe^n, 
t* 1). bif Crponenten beffelben nflijfen biefelbe atitljj^ttii^t ^ogreffipn Jbjlben, alS 
^t€ M iDiDtbenbS, n>orau6 man bie ftngirten fixpontnUn bei Quotienten ableiten 
fonn* IJKernet mi^ffen, n>enn ©letcbbeit beiber ^or{nen befielen foiI,^(ei4i,bo|&e @(ie$ 
ter%i*Beibeir gfeid^ fepni toorauö man im Staube fepn wirb, aucb bte ftngirten 
Goefftdenten' bei £Utottenten ju befiimmen/ 
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'hievtet 'Hhfd^nitt, 



o ~ I _t, . h Ä + hÄ 

b->" -t- bx'^T" ... + bx ... Ol h 

°..'.td- ■• V*'" ~ -^-^ + -A-'^^'' •"••+ A./st«.y ... 
fO; baß olfo: 

Ol h 

bx* + bx ...bx ==V^^x +-/ax...-Ax ..J»V« + «x ... ax ... J 

9tun ifi abef au^ bet 9e(rt; tton ber aRnUtylicattori f(är, baß nur fo(c(^e ftd^n, werni 
man fte mulripficirt, ein 9>robuct geben Wnnen, beffen ©lieber fucceffit) nac^ f fort« 
fdS)reiten, mlä)t felbft bie gorm l(iaben. ^icrauö folgt alfo, baß fowo^I a, aI8 iSrrJ' 
fepn muffen, n^enn obige Sebingung xoixtUd) ffatt ftnben foD. • - 

^at man alfo a imb ß = S angenommen, unb berechnet ba5 9>robuct, fo 
werben bie 6)^onenten feiner ©lieber gtim erflen 2()etle a -|- iS, gum iweiten aber 
bte fu€cefftt)en SSielfa^^en t)on f ^aben, woraus n>ieber folgt, baß a -{- ß =: ft, ober 
ß = et — ä. fepn muß. 2>ie gorm beS 2>it>iford richtet \i^ alfo infofem nad^ ber 
beS 2)ioibenbS, baß bie iCifferen) in bem Srponenten' <r in beiben einerlei feioit muß, 
wd^HTcnb man ben erßen 2^eil ber (?]r)>onenten beS Sioifor^ wiQfu^rlicf^ anjune^meii 
bereitigt iff. *• • * 

SRan l&at atfo 



oa lafdhnrfli^ 
b X -p «X ... bx 



•• • 



1 b 

a-at5 



ax-J-ax...ax ... *^ * •••l^ ^ 



unb : 



11 



><« 



f 



o 

b 



a . I Ulis h a^h& ( k «-•. A Ä-if* . A Ä-atW\A>A . • h afk^X 
X + bx ..V+bx .. =VAx + Ax \. + iix .J.U +.,ax7.7; 

©a« |)robuct iji = - , 

A^** + ... + (A; + At' + ...+-AV .. + k%^t^ 



' 1 



ft 



imb ba Wefe« bnn 2>i>tbenb gMc^ fepn foO, fo ^ot man A^ = b, olfo Ä «"5 
mib aDgemein: • 



® i & i f t n. 
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h 
b 



\ 



:= A, ^- A . ... -|- A , ... + A, 

^^ieburc^i ftnb wir auf eine recurrircnbe S3ciie()uns unter ben fingirten (Soefficienten 
<)eEDmnien, benn e9 folgt bicraud, baß: 

h h AI A^ A' A*^ 

A = b ^ -^n — -^a ... — -t^« ... — -A a 



o 

a 



Stnfacf^et wirb biefe Stccurftondformel , tpenn man ben ;&t9tb(nb ni^t eine 
nacb ^otenjen ^on x fortfcf^reitenbe Sleibe, fonbern bie Cindett fepn (d^t XKbann 

I n 4 o 

finb bi( ßoeftctenten b, b ... b, iamtliö) = o, b = i unb « = o, unb man ^at, 
totrni man biefe SBertbe fubflituirt: 

1 o 1 h 

o • I MfÖ h a + h« = A "' I A "' + * _l_ A -*tb« 



unb 



h 

A = 



h-i h-a 



k-r 



h-i Ji-a h-r -o 

_aua:_.. _ A: _ Ai 



o 

a 



ober: 



h-i 



h-3 a 



h- 



A = A(-i) + A(-i) ... + A C-^) ... + AC-±) 

Um alfo einen geioijTen Soefficienten beS Quotienten burcf^ biefe 9lecutfton 
}u berechnen, nel^me man aUc Soefficienten beö ;&tt)tford mit untgef ehrten Seichen, 
biDibtre f!e burc^ ben ^Cnfangöcoefficientcn , unb t)erbinbe biefe ®ri0en mit ben frft^ 
leeren fc^on ^bered^neten Soefficienten be$ £luottenten bergeftalt, baß ftcf^ bie erfle/ 

«.I mit bem ndcl^fhitebrigen, bie sn^eite, ^, mit bem barauf folgenben u* f* xo. bie 

^a a 

cnbli4^, xotld)t im Stange mit bem gefucf^ten Soefficienten M Huotienten übetetn^ 

o 

fommt, mit bem 2Cnfang6coefficienten bei Quotienten, A = ^, burcf^ SRuItipItca^ 
tion t)ereinige unb abbire jule^t aOe biefe 9>robucte jufammen« x . 

25 
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üttmi^t bieret 9}ecurfionSfdrmeI ifi e6 nun leicht, ieben £lu€»fienten wn 
obiger Sonn toitllid) büxinftttUn. 

3^ a 8. b« auotient: ; , ^ ^ . . , ; i^i^itn, unb wirb ©er- 

iangtr bic (Sntwicfelung nadS^ obiger Formel t)or june^men , fo ftngire man il^n suerß, 
inbem mm tbn 

= Ä+A, +Ä.. + A,»... 

o 

fefet, wobei A = i rfl» ©le ®r6ßen, »elcbe man in ber Kecurpon mit ben fuc^ 

4 

ceffiben Soefficienten »erbinbet, ftnb + i^ — 3, — 4, + i, unb e« if! alfo: 
10 

A = A. I = I 

210 

A = A.i + A.(-3) = I -3 = -3 

5 A I o 

A = A-i + A.(-3) + A(.4) = -2-3-4 = -$ 
439 10 

A = A-i + A.(-3) + A(-4) + A -i = -9 + 6-4+1 = —6 

unb man ^at bal^er: 

1 ~ X t 3x* t ^» — X* 

«^dtte man femer ben Huotienten: 

■ I 

5 t X -- ax* t 3»' — 7x* — 5x» 

)u entoif ein , fo tofirben bfe ®r6ßen , welcf^e ftcb in ber SVecurfton mit ben fncceffto 
•frft^em Goeificienten jur Berechnung be« ndc^flbJliieren t)ereinigen mftffen/— i, + f, 

Ol a 

' . . — r , -|- I , + I , f epn. Jf ingirt man nun bie Soefficienten A , A , A 

o • - 

XU f. ». wobei A = f «ff ^ fo ffnbet man : 
10 

A "^ A • (" j) ^= "~ iF 
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9 > I ' • 

A = A.(-i) + A . ? = sV + I = ,v 

* « 

A = A.(-i) + A • T + A (-0 = - ,\ - iV - 4 = - « 



4 3 



A = A-(-D+ A-l + A(-o + A.l = Ä?r+ii+{+j=§ii 

alfo tf}: 

5 f X — ax* + 3x' — 7x* — 3x* • 

^at man ferner 



a 

■'»• • • • 



! = — j + A X + A 

-4 t 3xt Äx«- X» - 7x* * -T -tX T- XI. 

fo ftnb bte ®r(|ieni t^ermige beren bte 9{ecurfion t^onjogen n>trb: -(^ |, -|- |^ ^ i, 
— J unb bo^^ei: 

A = - M = - Ä ; 



29 
9« 



I 
IT 



A = A . I + A .1 = - Ä - A = - 

3 a X o 

A = A -1 + A . I + A (-1) = - .v;. - H + Ä = - u 

u^ f» »• Älfö: 

— 4 t 5x t ^x* — X* — 7x — ' — 1^ * — ^» ^ — a¥3 X' ... 

S- 57» 

Snbrprnbeiitt Sffttminung ber Stiebet ein« Cluotienten. 

I 

Serlan^ man nur etn ®({eb be< tluottenfen bargutiellen, o^ne.bte frfil^eren 
fc^n berechnet ju l^aben, fo tft eine tnbe))enbente Stejjti ber (Sr^ügung erfober(t((» 
;&te aUgemetn« 9tecurftonöforme( iß: 

h h-i I h-a a h-r r oh 

A ^ A (-9 + A C-9 •.. + A.C-.^) ... + A.C-;-) 



. ^ 
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O 

Ober ba A = t »ft 

li |i.f 1 h-a 3 h-r r i h-I li 

..A=..A.(-r)+..A(-r)- + ..A(-;-) A(-f) + (-=-) 

©teff «ecurftotrtfotmrt ffit a. A (jt aber mit b«r fftt V [-J- » - J- . . .] ibentif^», 



benn e< tß: 



vc-f..] = '-v{-i-].(-.-) + ''-"V[-i-..].(-i-)... . 

+ ''-'vi:4..]-H) --K-i) 

(§> 44«) folslidd ^at man: 

..A =-+»V[-i.]"'*« 

A = h^^-^vc-ij 

für h = o i(| A = 7, arfo ijl 

T.»V[-f .] = 1. b. ^ g = o, «eU ''V[4..1 
bat combinatonfc^^e 9{u(I, alfo all S^^ctor ongefe^en = i ijt* (§. 15* 6. 43*) 
a)?an ^at alfo 

A =7.'V[-f..] 

Sa ft(^ aber bat Setdden v nur auf eine Stetige tton Elementen bejie^t; ndmltc^ auf 
1 3 

~Y' 7 "*' f9 lann xawi fiatt beffen bafr Beid^en ^C gebrauchten, (§. 44.) n>obur4^ 
bte ?Cu6bru(fe nocf^ einfad^er »erben* 
e« ifl alfo: 



2) i t> i f { tu 
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X a 3 

wobei fi4> bie demente i, 2.. auf bie ®r6flen -1, -1, -1 ... bejie^en, fo 

ba^ man bei ber 9teaIifation ber formen bte Siemente M Sactoren, biefe aber alS 
Zueile anflehet. 3* S3. 

9Ran fud^t ben britten (Soefficienten beS Quotienten, tpelcber aM ber^^nt- 

»icfelunö t)on ^ _ ^. ^J . ^^^ _ ^4 entpebetr fo ifl biefer: JC[i..4]/ »^bei 

fidb bie (Sfemente auf bie Sablen i, — 3# — 4f i bejieben. 
92un tff: 

pC[i^«4] = III tealiftrt = i 

3.(12) s s = — 6 
3 ^ . =— 4 
Sie Summe biefer realiftrten formen ifi — 9 unb bat berlangte @lieb a(fo 
= — 9-"«^^ wie oben. SBurbe ba« m'erte ®lieb beffelben Quotienten gefobert, fo 
»4re biefeö: , 

pC[i^*4] =1111 »elcbe» reallftrt = i ijl 



3.(112) 

2.0 3) 

22 






9 
i 



= — 8 
= + 9 

unb bte ®ummc ber realiftrten . formen , atfo ber berlangte Soefficient ijt: — 6, 
lote oben* 

Gucben wir ferner bon bem iQuotienten: 

^^______ 1 ^ ._ 

3 + X ^ ax« t 3x'— 7X* — 3x* 

ben doefftcienten, »elcber ju x* gebart , fo i|l biefer = pCti«-5]»Tf wobei ftcb 
bie demente i,. auf bie Sablen: — {,ti — iflii# bejieben. Wun ijl: 

JC[i-.5]-5 = ^(iin) tealiftrt: = ^J^ ^ 



l-3-(i") 
J.3-(i3) 

V (22) 

i-(4) 



- — y 

4: 



IT 



X 



198 aSferter "Ubfä^nitt. 

2)ie Summe biefer realiftrten Sonnen iß nun §|| unb ba^er bad verlangte ®(irb 
= S2|x*, »le oben. 

SBirb ferner i>on bem £Uu)ttenten: 



— 4 t 3x + 5x2 _ X* — 7x* 

baSienige ®Iieb ju berecf^nen t)erlangt, »elc^eS x> enthalt, fo i(i ber (Soefftcient: 

Ä (-J)JC [i"4l »0 f«<& We eiemmte auf bie Saufen J» |, •— |, — J beaieM* 
9}un ijl: 

(-|).JC[i..4] = -|.("') «aKftrt =-5V» 

-|.(3) ' * = Ä 
2)0« Vddtedot biefer Stfid^e iß == — m, mldfti affo ber b(t (Socf^cient }a x* 

ifi, wie wir m^ oben fonben. 

§. 58. 

Beflimmttnd bcr (SIteber be< Slefled. 

Saufen bie ©lieber bed £)tt)tfor8 unbegrenst fort, fo fann eS fem ®(ieb beS 
Guoticnten geben, beffen Berechnung unmJglic^^ xoixe, benn pC[t • •] ift immer 
barfieQbar, h mag fo grofi feyn, wie man n>ia. Brechen fte aber bei timm gewiffen 
rten ® liebe ab/ fo ftnb bie (Elemente , woraus fiöf bie (SombinationSfotmen btiben 
fönten, befc^rdnft, unb bann ftnb bie (Soefpicienten nur fo lange (SombinationSformen 
iu einer gewiffen (Summe aui einer unbegrenzten fKei^e t>on dementen ge^ 
bilbet, fo lange il^r Snber nicfit grifier iß alö r, unb biefe Sorauöfe^ung mürbe bei 
bem Uebergange t)on ber recurrirenben jur inbepenbenten Seflimmung gemacht, fßtts 
^tn alfo bie Stieber Ui 2)it)ifor< bei bem rten ©liebe ab, fo ftnb au(b nnr r 
©lieber beS £Iuotienten nacf^ bem anfdnglid^en nad^ biefer Inbepenbenten Reget 
barfteSbar. 

3n biefem Salle, ober menn auc^ bie ©lieber beS Sibifor« unbegrenzt fort« 
laufen, unb man min bei irgenb einem ber nun gleicl^falld unbegrenzt fortlanfenben 
©lieber be« Quotienten fielen bleiben, bleibt iebeSmal ein 91 e f! no4^ ju betracf^ten ftbrig. 
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Senn man bat 9>tobttct au< bem X)toifot tmb bem Quotienten t»om ibwu 
benb abgießet, fo ^ift baiientge, toai fibrig bleibt, ber fließ. £)et Cluotient nuip 
alfo befannt fepn, wenn man ben 9fefl beredj^nen miO* 
'• ^at man: 

-^ '• rr-i i- r-« . iP -a + ^ . ^P -afli«! 

oa I at« bÄth5=: ..[x +pV^[l,.]x ... +P^[l..].x ...} + R 
ax *p ax «.. AS «•• 

WD R ben fltefi bebeutet, unb bn'cbt man bei bem hten ®(tebe M £luottenten 
ab, fo tff: 

^ « r -a hp -athai ro a h afh^l 

"• -|^ * a Lx..« + j)V^[l.,]x J»Lax ... ax ,.0 

S>a8 ?>robuct": 

ria + U.»)V^[l..] + ajx .•. + La*|)V.[l..] + a VJ[r.*],.* 

apV. [!••]+ a Jx ... + La*|)Vt<«0 + *• |)^[l*.]*.. 

rfph-pp rfHl (h+r)«l 

+ «. pV^[l.J... + a Jx ..J 

Siebet man biefeS t)on ber (Sinbett ab, fo ij!, ba bie ©liebet btS x^"^ ibr fcbon 
gleicb ftnb, ber 9{eff bie folgenben ©lieber* nur iebet mit bem umgefebrten Seteben 
genommen, b. b* ^^fo bal rte ©lieb beS Steffel ifi 

S= — a»lp^-'Ll.«J.a-t- ^^ [!.•]•* •••+ l>^ [!•.]• * ..• + a.Jx 

Srec^en n>ir aber bie ©lieber beS S>ioiror< bei bem hten ©Hebe ab, ober 

hfl tfa 
gebenft man ffcb bie foigenben (Soefficien ten a, a «.• = o gefegt, fo« faUen alle 

bieienigen ©Heber in biefem TCuSbrucfe n>eg, in melcfien frfibere Soeffidenten beS T>u 

otford , aU ber hte t)orfommen. ®e^t man in bem aKgemeinen ©ttebe Ui Tluöbrucff 

ffir r + p ben SBertb h, fo, baß a(fo p = h — r ifl, fo wirb biefe« baS le|te 

©lieb fepn, unb er ifl aiöbann: 

-r.[!;C[...i..V"-jC[x..]'t^ ... + --5C[r..].'t'..+jC[x..] !:.],*>'>* 

3fi ber ;&ioifor unbegrenat , fo wirb eS aucb ber Stefi fei^n , benn bie WtnU 
tit^Iication eines unbegrenjten Factor» giebt ein unbegrenjteS 9>robuct. 6inb bingegen 
bie ©lieber beS 2>ioiforS begrenjt^ fo wirb e8 aucb ber 9tefi fepm J^at ber Sii^ifor 
h ©lieber, fo l^at ber £luotient zUn fo oiel, beibe mit einanber muUiylicirt, werben 
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ein 9>robuct t>on 2h ®(tcbern geben, welche loom ^it^ibenb obgejogen tperben mfiffen, 
wenn man ben Sttft erholten wtO. 2>a nun aber bie h erflen ©lieber bem sDit>ibenb 
fdfon gleicb flnb, fo folgt, bap ber Sttft eUn fo \>xtl ©lieber baben m&ffe, a(ö ber 
©iwfor. 

3. 83. aSir 1)aitn oben gefeben, baß 

I - . t 3x' t 4x» - ri? = I + X - ax» -- 9x» - 6x» 
ijl. ^fer ijl alfo tai erjle ©Keb be8 JRtjI« 

= — ( 6.(-i) — 9-3 — 2.4 + i(-i)) = 30 
iai aweite = — (-6.3 — 9.4. — 2(-i); = 52 
DAS britte = — (-6.4 — 9-(-0) = 15 
iai »terfe =* — (- 6. (- 1) ) = — 6 

alfo ijl ber Slejl : 

^= 30X» + 52-x* -|- 15x7 — 6x«. 




S» 59. 

o a I af6 

9{ecttcrirente SBeflCmmung (er ®lUUt eine« duotfenten von ber gorm: l^' "** ^^ ** 



o a X afd 

ax -f- A X • • 



Sfi ber :Dit>ibenb nicbt bie (Sinbeit, fonbern felbfl eine nacb 9)otenien ber 
«^aujptgröße fortfcbreitejfibe Sform, fo wirb ficb jwar bie recurrirenbe S3ef}immung 
{iemticb ^bnticb bleiben, allein bie tnbepenbente SSeflimmung wirb t^cn ber beö etn^ 
fadberen %aUa gdniticb t>erf(bieben auSfaOen. : 

Stngfren wir ben ^Quotienten: 



o flc I a\S h afh6 
hx + i>x .,. + b 



o * , I «t« , h «tli« = Ax + -^x ... + -"x 

az T ix «.. -f- «X ••• 

fo fanben toir unter ben Soefficienten ber 9tecurftonSforme( : 
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ober: 

h h h-I I h-2 a h-j r oh 

- A = i- + AC-9 + A(-r) ... + A(-J-) ... + A(-9 

b. ^. um ben hten 6oeffidenten bed £luotienten gu ftnben , bered^ne man t^n tote 
in bem ieinfadi^eren SaQe, too ber :Dit>ibenb bie Qin^eit xoax, aber flatt biefe fo ge- 
funbene OrJße al8 tJoHflinbigen ßoefficienten ju fefeen, abbire man fte jum hten 
6oefictenten beS ^Dibibenbd/ »elcf^en man jubot burdj^ ben Xnfangöcoeffictenten bt^ 
t>ibirt l^at 

o o 

gür h = o iji A = - 

o 
a 

3. S3» man f)abe 

'"/V.y Va^' = A + Ax + Ax« + Ax3 



o 



n>o A = i if^r fo f^nb b<^ Sal^Ien, u)eld[)e man mit ben fuccefTiben 6oe{ftcienten 
beS Quotienten berbinben muf, um im nadj^folgenben ju ermatten, — §, — |, + |, 

unb man ^at bal^cx: 

I 

5 

A = - 1 + g-(-D - li'l) + M = $1 

atfo ijl: 

'Wx%%y "ö^ = t - |x + Ix» + 4|x» + JRejl. 
«^at man ferner: 

7 -^ 5x — axg t 5x3 — x* 
4 t x — gx'* t ax« t Ä3L* 

gu entn)i(!eln i fo ftnb bie 3a()Ien , burd(^ beren SSerbinbung bie fucceJTtben (Soeffictenten 

o 

beS Guotienten berec^^net werben, — ii + lf — i, — 1/ ferner ift A = J unb 
man ij^ot ba^et: i 

26 
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I , 



A = -} + i.(-j) = - 



T5 
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5 

4 

A = - I - III. (-1) + %V.^| - f|. (-1) + }(-j) =r 5IJI 
a(fo tfi bei: iQuottent: 



$♦ 60. 

« 

3iibepettte Bettimmund» 

2>tefe folgt mmittelbat a\xi bet tnbeyenbenten Seßtmmung 6«i bcm eiofiu 
eueren SaQe, mO ber 2>it)tb€nb ber einl^ett gleicf^ nmr. @^ iß: 

«X T" ■* ••♦ ■* ••• 

olfo iji: ^ , 

O t I af^Ii afh5 

bx +bx ...hxr .. i- /^^-Ä I if^r, i -.-at'«^ ^o • J. I • +* b tth5 N 

o a I 1 a^dhaihö — « V.* i-pV^H-JX ,,. ^ Ux^Tbx . . . bx .. J 
ax ' ax ...ax •«• . 

^^.«TLbx T *♦• Vbf v.t'**3"rb pV^Ll«»]»»»b pV^C'^'l«»» 

9Rän ^at ballet ffir ben hun Soefftctenten beö £luotienten folgertben inUpmitnUn 
Äuöbrucf: 

miti ftc^ bfe Clemenfe i, a .. «uf bie ©rJpen [-|-], [-i-] .. i«jf«J«tt. . 
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B. S3* in erfle (Soeffident t>on 

2 t X t 3x* — 3x!3 ' • 

I 

?l«n «fl pGC«- ] = I, welche« tealifftt = — i tjl; ba^« ffnbet mm 

1 

' Der britte 6oefficient ijl = 

A.= i[pCri..].-3 + ;C[i..].(-3} + jC.[i..].5 + (-3)] 

9lun ifi: 

JC[i:..]= III r«nftrt = - J 

9.(13) < s = I 

3 * ' = I 

unb bie @umme biefet rea(t{!rt(n formen ifi = V- Smier tjt: 

jC[i..] = " realijtrt = | 

a » * = — I 

folaß* pC[i,..] = — !♦ enM»* N man: 

{tolglidt) wirb 

~ . 5 

A = §(V.3 + (-!)(-»)+. f-i).5 + (-3)) = n 

wie oben. . 

ffiiO man ferner ben aten Soefftcieiiten beS Quotienten 

7 — 5i — ai^ f 5k* — K* 
4 t X — gx* t ax' t ö«* 

bere<%nen; fo «|l biefer = . . . 

A - J ßCCi..].? + iG{i..3.(-3) + f-3)] 
9lun ift: 



^Cti ••] = "J realijtrt s'Ä + J = 



^i 
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jCCi..] = I ««fiprt = — f' ba^w Der Qt^u^U Qotf{kimt = J (H* 7 
+ (-!)(- 3) - 3) = W »ie oben. 

' £)er vierte (Soeffictcnt >cpben £luottenten ifl: 

j[JC[i..].7+jC[t..](-3) + pC[i..](-2) ,+ }C[i..].5+ (-1)] 
9lun ifl : 

*C[i..] = ini reanjtrt = ,1, . 

3.(IM) ».* = If 

3.(13) » » = J 
22 s 3 = li 

4 » - = ~ I 
S>ic Guntme biefer reaUftrfcn Soonen ifl = VtV> Snner ifl: 

5C[i..] = III teanprt = — Ä 
a.(i2) » j = — I 

wovon bie Summe =r — '-^ ijl. 
Sotglict» ifl: 

4 

A = J rÄV.7 + (- \V)(-3) + IJ.(-2) + (-J)-5 + (-0] = iltl, wie 
wir oben fanben. 

§. 61. 

S3rßimmun0 b^• 8teße|. 

SBenn fowo^I ber 2)ioiforr a($ bcr 2>ii»ibenb, ober au^ nur ber erjiere unb<s 
ftimmt fortrduft, fo wirb ber Auotient gleicf^faüö eine unbeflimmte Vn^lfi, low @ütf 
bern befommen, benn ber tnbe))enbenfe 3CuSbrutf für ben hten Soefficienten : 

' "i(pCci**]*b + ""pC [i* •] 'b •♦• + "pC [i • .].b ••. b) 

tfi m betben f^dOfen tarfleQbarr rotnn au^, fadS ber 2)tt){benb abbricht ^ bte (e^ten 
® lieber befTefben, toegen ber au o geworbenem Soeffictenten b «, felbfl anntbüirf mcr< 
Un. 3{l aber ber ^tt>ifor in ^inftcbt auf bte XnjabI feiner (Slieber begrenjt^ fa 



t. 



I 
\ 
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toirb ber tiucftimt nut fo t>iel ©lieber baben f innen, ali et, benn aUbann tjl f^id^i' 
flena, wenn ber X>M\ox k ©neber b^^r 

barjleHkr, xomn babel bie murritenbe Sejiebung r>on pC[i-] jlatt pnben foD, wie 
eö erfobei:(i((^ ifl. • 

SSrid^t man nun ben £luotienten, romn er itnbegrenit fortlduft, n^illtubrlicb 
ab, ober 1)at man, n^enn er burc^ bie 9!atur beö ))orgegebenen %aUe8 f4ion ))on felbfi 
obbrecben foUte, ade miglid^en ®(ieber hm^mt, fo iß erfoberlid^, bafi man ben 9le{i, 
welcber bem £luottenten nod) l^injugefugt werben muff, nocb barfleUe. 

Saufen nun erfllic^ 2)it)ibenb unb ^it>ifor unbefiimmt fort, unb })at man, 
wie cö jur S3e{iimmung bei SIefleS erfoberltd; tfi, bie fuccejTiüen @(ieber bed £luo^ 
tienten bis ju einem befümmten ®rabe f(f)on berecf^net, b. b* in Seieben, b^t.nian: 

bx + b» .,. -(- hx .^^ _ b t-a TT «-a+Ä T^ t-aftö 

a I afÄ h «t*»^ "" a * "r •*^' ••• T •*^* ••• 

ax T •* ••• r" ** ••• 

fo ijl ber JReji, R, = 

h 

/ a I at* h ath5\ /b_ «-«l^ a-atW\ / « , I af^h afh^X 

Vbx + bx ..» bx .. ^ — Va » ♦.•^■■x /Vax" + ax .«.ax •.. / 

Da§ ^robuct iß: 

= ..'+... + (K.^ + K!'...Ki...K'.-+L.:)."tr 
+ (K. + K-r ... + K^.t' ... + KT' + f. W***^^' 

Za biefeS |)robuct t>om ©iüibenb abgejogen werben fott, unb bie erßen h 
©lieber beffelben mit ben erßen h ©liebern be8 Sioibenb« fcbon iberitifcb pnb, ßcb 
bal&er bei ber ®ubtraction aufgeben, fo folgt, baß baö erße ©lieb be« 8«f«*ten 
»eße« ber h + iten Goefficient be« 2)ioibenb8 iß, wot)on ba« eUn fo bobe ©lieb 
be8 |)robucte8 abgejogen iß, unb aflgemein, baß man in ber Differenj jwifc^en bem 
h+nten ßoefficienten beS ©iüibenbS unb be« gleid^ l^oben ©liebe« be« ?)robuct« 
ben nten ßoefficienten be« Sieße« ^aU, fo, baf alfo attgemein biefe« nte ©lieb 

gefunben wirb. 
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3fl aber ber 2>tt>ffot in Xbftd^t feinet ©liebet begtchat, itnb tfi bev ^i^^tt 

h ^ . 

6oefficient beffelben = «, fo wttb bet Soefficient bei nten ©liebet beS Sttfia: 

n)eil btejenigen ©liebet beS TCuibnicfd, welche l^i^ete QoeffitUnUn, ali ben h(en tnU 
bielten, annil^irirt ftnb» 

Sa in biefem SaKe, wo bet Siüifot h ©liebet ^at, bet £Utotient (id[^ftenS 
eine gfeicfie 2Cnja(I l(^aben fann, fo wirb bai 9)tobu(^ a\xi bem StDtfot in ben £l»o^ 
tienten 12 h ©liebet l^aben unb ba()et bem 9Iefle biefelbe JCnjal^I iuf(mimen* 

3ß nun enblid(^ a\xd) bet 2)it)ibenb in }Cb{tcl^t auf bie iCnjal^I feinet ©Hebet 

E^efd^tdnEt, fo witb tii bem inbe)>enbenten 3(u8btu(fe bet @ubtta^nb, b, faU h-(-n 
gr(fiet tfl, ali bie gegebene 2(njabl bet ©liebet be< 2)it>ibenbSf toegfaSen unb man 
bat aldbonn mit nbtlfiQ, ben Xuöbtud: 

mit entgegengefegtem 3eid[^en ju fegen* 2>et 9{efl bat auc^ l^iet eben fo Diel ©(kbet, 
ali t>tt 2)ioifot, 

Sßtt fanben ). fB. 

bet fStefk n^itb auö 4 ©liebetn. befleißen, »eld^e fuccejftt) in x^ jl^, x?, x>^ multi- 
plicitt finb. Jöetlangt man }• 85. ben Soefficienten , welket ju x« ge^itt, fo tfl et; 

- [(IIJI)(-9) + (-lil)-a + *^^5] = VÄV 



Sfinftet Xbfd^nUt: 



unb 6inomtf$er i^c^rfa^ fü^r ganae ^jofltioe @^|)onentem 



^ 
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3nbepenbente S3efltmmung bec (BUebcr etneft auf eine Motens tv^oUntn ^ol\)nomii. 

@tUnH man {tc^ bte Steiften, bmn 9>a)&uct wir im Dor^erge^enben 2(5- 
fd&mtte betradl^tet (laben, aQe ibentifc(^/ fo ent{le()et eine f>oten} mit ganaem pofttitoen 
Crponent: 

(° Ä 4- ' ^t* h a + Ii^k 
• X ■ ax ••* ax ••. / 

8Btr fanben aOgemein bad^hte ©lieb beS ^robuctö^ ober badicnige/ toelc^eS 

k 

^k«+H« ^^j^^jj^ =^V[o-].x^«+^*/e6 ifl alfo Kar, baf fi* biefer Soeffi-- 
dent, n>etl nun ade (Slementenrei^n , woraus er gebitbet i^, ibentifc^ ftnb, in 

k 

JC[o..] oerwanble/ fo, bap alfo: 

k k k 

3fl Ä = o, J' = I, fo j&at-man «Ifo: 
- gfir Ä = I, * =i I tjl enblic^ : 



\ 
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c. +,v ... + h'"r.)''=pC[o..].x''+^cxo..]x''?.:5C[o. .]-<+.•• 

ober, mnn ber JRang eine« jcben ßoeffkienten ber JBaffS um eine ©inl^ert er^öl^et 
wirb/ fo pnbet man, wie bei ber aRuItiplication, (§. 54.) 

5Da0 ^6c^fle ®lieb ber 9)otenj finbet ftc(> J^ier, wie bei ber 5KuieipIication. 
Hüft bie Safi8 iinbearenjt fprt; fo ip boffelbe auc^ mit ber |)otenj bet gatt-, bricht 

fte aber bei bem ® liebe ab, welches x'"'''^^ entbdit, fo iß baS ^c^fle Slieb baS^ 

k 

jenige, »elc^ieS x''«*''''* in fic^ begreift, ©er erjle aoeffident ijl pC[o..] =,0'' 

unb weil bie Elemente gactoren finb, eine 9)otenj = ^k^ 

SESir ftnb alfo im S3efi^e einer tnbepenbenten Siegel jur SSerec^^nung jebeS 

6oefficienten einer gewiffen f>oten} eineö ^olpnomii. ^at man j. S« bie 9>oeeni 

(X — 3x* + 7x3 _ x*)^ ju beregnen, «nb baoon ba8 (Slieb ju entwidfeln, wel-- 

3 

*e8 x5 in ficb fcfiließt, fo iH biefe« = JCCr-4]-^^ mm ift 

JC [i . -4] = 3- ("3) reaKftrt = 21 

3.(122) 5 * = 27 
alfo ber 6oefficient be§ gefoberten ®Iiebe8 tfl = 21 + 27 = 48, 

»erlangte man iai ®Iieb, welcbe« x« entbiJlt, fo ift ber Coefficient = 

3 . ■ -' 

pL[i..4]== 3.(144) ««Kftrt =3 ■ 

6.(334) s » =126 

333 » - = 336 
unb folglich ifl tai gefüllt« ®Iiet) = 465X'. 

®firbe ferner wn ber ^otenj ~ ■ ■ 

(3 — 2x + 7X« + 41» — 5x*)* 
baSjenige ®lieb »erlangt, mX^ei x» enteilt, fo ift ber Soeffücient = 



9>aten2iituttg. 
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5C[o..4Q = 6.(0044) ^wlifirt =r 1350 

24(o>34) ^ » = 3880 
ia.(0224) f » = — 8820 

12.(0233) 



t s 



= 4033 
13.(1124) » « = 1680 



6.(1133) » » 

13.(1323) * a 



= 384 
= — 4704 



(3333) a s SS 16 

2>ir Summe bn ntgattven ^arHa()>robucfe ifi == 13534 , \>ie \><t ))ofttt«en = 10343, 
offo ijl ba« »ertftngte ®lfeb = — 3133 x». 



S. 63. 

aiecurrtrente Beflimaiujie» 

@me recurrirenbe 9{ege( gut 83e|itmmung (ev ©lieber eineS ju einer 9otihi 
erl^obeneu ^olpnomn, b. 1^. eine fotc^e, t>enn6ge beten man aui ftti^eten Soefficienten 
ber entmicfelten 9>oten} einen nad^folgenben eben betfelben betecf^nen fann, bkUt bie 
uffpritn^Ucl^e ^ettad^fung nidS^t unmtttelbat bar/ & Ummt ^iet alfo batauf an, ben 
Uebetgang t)on bet tecuttitenben SSefiimmung jur fatbepenbenten ju ma^tn. Set in< 

bepenbente 2Cu«bturf be« hten Stiebe« bet entwirfetten Dotena : ['iJ'+l^}^.^J^!'^j^ 
ifl pCCo.»]# wobei fi(fy bie (Sf emente o, i .» auf bie UfannUn Soefficienfen 

O X 

a , a • • Bettelten. Ainnen tvit a(fo eine Siegel auöftnbig machen , Detmoge beten man 

k k k 

Mi ben fuccepen gotmen^Snbegriffen: ^CCo..], jCCo.J... ^'pC[o..] ben 

k 
nad[)fo(genben ^C[o«»] abzuleiten im Staube ifl, fo l^aben noit ba9 gefunben, xoai 
voix fucfiten, benn ienc Sotmens^nbegtiffe ftnb bie fucceffiüen ^olpnomialcoefficienfem 
Sßtt fanben (§. 41. 6« 123.) bie allgemeine Siecutftontfotmel : 

27 



\ 
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;C[p.] = ""JCEP..].? + ... +'"<'+?C[p-.l.(p +r) ... 

k-l 

+ ^^"'^jC[p-.](h-(k.l)p) 
©efet man barin p = o, fo wirb pe; 

k k-i k-l k*I k-i 

5C[o.O = JC[o..].o + *^-jC[o.0.i--. + ^";C[o..]a-.-.jC[o.-].h 
jDtefe SSejte^ung/ xotlöf^ aUerbing^ eine StecurftonSformel unter ben |)o(9no^ 
nttalcoeficienten iff, iat jebocf^ ntd^t bte ^orm, welche wir fuc|^en, benn ffe leitet auS 
ben fticceffiioen h Soefficientcn ber k-iten 9>oten2 ben hten ber kten 9oteni dbf 
nxSbrcnb bieienige, welche bi^r verlangt wirb, an$ ben.Ii erflen Goefficienten t>tt 
k-if!en ^otenj ben h+ißen eben berfelben ^otenj beriDiren fod. Sine \oldft 
Sormel fann aber auS obiger Sejtel^ung l^ert^orgel^en, fobalb burdS^ irgenb m SKittel 

k 
bewirft werben fann, baf pC[o..] = o wirb, benn afSbann f)at man: 

k-i k-l k-i k-l 

o= JC[o..].o +/"^C[o.J.i...^;;C[o-.]a-.,.JC[o-.]*h 
folfllic^: 

j^ j k-l k-l k-l 

o 

l^fne SfecurftonSformel t>on ber gefoberten ®efla(t* 

k 

Um aber pC[o..l ju anml^ifiren, wollen wir bfe aJoranSfeftting ma^tn; 
baf ieber Zt)üi ber 9Iecurfion§forme( mit einem eignen Factor, b. b» mit" einem 
folcl^en multiplicirt werbe, welcher loon ber @te((cni'd^( Tcineö ®(iebed at^dtfgt; 'ober 
eine Function biefer 3a^l ifl. Um biefe ümaf^mz fo einfach aU mb^idf m mad^erw 
ma^ bie Function bie einfacbjle \Q\)n, welche man barfiellen fann, b. 1^. eine alge^ 
braifcbe rational ganje Function, itnb jwar t>om- erflen @rabe, fe> bafi alfi^ tfcfi 
für bad ite ©lieb b-f rd, unb baber ffir baS ofe b, f&r ba$ erfie b-j-d ifi, u. f. w. 

iDie fRecurftonefcale ifl alfo, nadf^bem biefe 7tnna1)m realifirtifl: 

k-.! k-i k-l k-l 

b*JC[o,.].o + (b+d).'*-J(:[a].i ..+ (b + rdA;C[o..]i%.+(b+hd),XCo..l- h^ 



\ 
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Qm ie^t gu erfennen , roit tutd) tiefe Xnnal^me bte Slecurftonifcare / ober baö i^v 

> k 

gfetcfie jC[o»-] üerdnbert »orben ijl, watten toix auö JCCo.-] irgenb eine gorm 

M, beten |)ennutationSja()I =; N iji, bcr\)orbeben,um ju fcben, xoai biefe für eine 

SBerinberung erlitten b^t. 3uer(l ift erfoberHcb ju n)i(ffn,-ou8 welcben ©liebem ber 

SRecurfionSfcale bie mit ibrer 9)ermiitotion3jabI N öcrfebene gorm M (lerrftbrt. 

®le Slecurfioneformel: 

k k-i k-t k-i k-i 

5C[o..3 = ;G[o..].o + '^-jC[o*-].i--v^";C[o-.].r--.^C[o..].h 

i : k-i k-i ' k-i k-i 

n'[o.,] = ^V[o..].o+^"'V[o.0.i ... + ^-'V[o.].r..,+^V[o-].h 

k 
cntftanben. 3ebe gorm ani ^^V [o^J erfd&eint in allen ibren Serfefeungen,- fjat alfo 
tta(IS>^-unb,nadj|.jebe8 i^rer etemehte in ber legten ©tette (§, lo. ©. 22.) unb ifl bober 
au8 allen benienigen ® liebern ber fflecurfion entllanben, beren ©tetten jaulen mit ben 

k 
Sianfljal&len ibrer eiemente libereinfommen. 2Die SfecurfionSformel für JCCo..] ifl 

ganj . biefelbe geblieben , mon ^at mv alle bie'bem Snbolte na4) gleicben gormen 
jufommenflefaft; unb ibm bie Sabt'a« gactor beigefleben, welche i^e fKenge^ au8i 

brfttfte, 3cbc einjelne gorm au§ pC[o--] wirb alfo au^ ben ©liebfrn Der iRecur^ 
ftota^iüU entjianben fepn, beren ©teOenia^flen mit t>m Siangjablen ibcer Elemente 
^einirlcii finb* 

glimmt man alfo au8 pC[p.-] i^m^ «»«« »nit ibrer Serfe^ungöjabt , 
N, multiplicirte (SombinationSform ^cttot, fo werben alle jene ©lieber ber Stecurt 
fion^fcaU :l;iefelbe gorm mit einer gen^iffen ^ermutationöja^l entbalten, unb bie 
(Summe; aller biefer S^ermutationdjablen mirb = N fe^n. 

Um alfo i^u zx\a^xm, mie burd^ obige ?(nna^e irgenb eine beliebige, mit 
i^er SSerfegungdiabl, Ni muUiplicirte 6ombinationöform , M, t)eranbert morben ifb 
t;ebmfi; mir an^^ba^ ftc allgemein einatei SIement ent()alte, fo, baß alfo ein 2beK 
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9on N.M ani bem rten ®({c])e bcr Stecurftan Iferrfil^rt. 2>l€ t>etmtttaKoti<ia((, 
welche bi€ Sorm im rten ®Uebe befigti fam leicht 6fred[^net n>erben, wenn man nur 
ipetf , »ie Diel mal ftc^i bie @(emeRte bev Sotm ü^ne ba8 rte Derfegeh laffen. ift 
biefed He Clement nod[^ in ber Serm enthalten, »enn permufirt witbi fo tfi bie SSer^ 

felunöSja^l = N . unb bie fe ifl = ,-— -r-^-^^r — T" ' *^^"" *^^* ^*^ Clement ft 

bie fibrigen p, q mal n. f. to. Dovfommen; nimmt man bat Clement r tDeg, fo ^at 
man noc^ k-i demente, unter toeldS^en, tnbem aUti fibrige bleibt, iaS rte Clement 

^-i malborfcmmt, unb bie VermutatiimSja^l Ifl aWbann — /**\^'^^ = 5* 

Tiui bem iten @(i(t>e ber Stecurftonefcate (r^dlt alfo N. M ben S^eU f N. M unb 

ba biefeS ®lieb burcf^ bie «^9)>ot^efe noc^ ben Jf^ctor (b -{- rd) annimmt, fo folgt, 
ba| baS rte @lieb in allem 

(b + rd) t N.M = Jl2J:J15L^NM 

|U bem beigetraseit ^abe, toortn bie mit i^rer VermutationSform N t>erfe^eft^ Sorm 
M burcb obige Tfmiaf^me t)cr<!nbert worben ifl. Gegt man alfo nnri f&r'r Xfölglic^ 
aucb fitr ^) alle fßext^e, xotid)t eS anm^mm fann, in bie gformel unb abbirt aDe 
biefe Sl^eile iufammen, fo wirb man batienige bargeflellt ^aben, woju N.M burc^ 
'bie 2(nna(me Derdnbcit »orben ifl. SßiK man aber bie ®r6pen, weld^e entfielen, 
wenn man in ^V t^r.ipd ^ ^^ ^^^ ^ ^^^ ^ ^„^ aBert^c fefet, abbiren, fo wirb 

biefet ein Sruc^ werben, , welcher ben aOfen Z(ieilen gemetnf(^aftlrc(fen 2)itiÄfor k itnb 
Sfactot NM ent^dlt, w^br^nb ber Siffltt aM jwti Zueilen befle(^t, woDon ber erfle 
bie (Summe aller f mit b multiplicirt, ber jweite bie ®umme aller r.p tnit d mu(s 
tiplicirt tnt^&lt Stun fann man aber bie einjelnen SBerfl^e t)on r unb ^ ni^t aa* 
geben, weil man nicbt weiß, welcf^e Elemente bie beliebig angenommene Jform M 
tnif)iltt ' allein bie (Summe t>on ^ unb r^ ifl befannt. S)enn wentr man füt ^, bie 
^Cnjabl ber rten demente in ber Sorm M, alle SBert()e feigt, bie ti annehmen (ami, 
b. f). ft^ alle bie Ba^Un gebenft, welcf^e anjeigen, wie Diel mal iebed Clement bor 
Sform M in berfelben entl^alten ifl, unb biefe 3al(^len jufammenabbirt, fo wirb man 
bie XnjaJS^l aller in M ent^ltenen demente, ober ben klaffen «@r)>onenten, k, eri 
Ntm. ;Da9 9)röbuct r.^ geigt bie Gumme an, welche blo9 bie rten Clementf fit 
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bix Sorm M baxbieien, fe|t man alfo für r unb 9 oOe SBert^«, unt obbfrt fte ju» 
fammen , fo wirb man bte @umme erhalten , w((<^(t bte Sorm M angcl^irt 1 unb ml^t 

£= h fU. ®e|t man ba^cr in bem ÄuSbrucfe !l5-l^**.N.M für r nnb 9 aBe 
BBertJ«, fo entfielet ^illi .N.M, «nb Wefe« jetgt an, wie NM burt^ obige 

I 

Vnnal^me t^erdnbert werben ifl. (Sine lebe mit i^rer ^ermutation^ia^I loerfelpene Sorm 
k 

ouS pC[o.O nimmt bal^er burc^ bte Tfnnal^me, baß bie fucceffiben ®(ieber ber 9{e< 
QirftonSfcale md^ unb nac^ mitb,b4-(I#b + 2d«««b-f-rJ m uUipIictrt xoeu 
ten, ben Sactor ^^ ^ ^'^ an, fonliert man biefen gemeinfc^aftlic^en Sactot ab, um 

k 

{(q bem Inbegriffe aller btefer formen, pC[o.Or toieber t>or2ufe<}en, fo M man 

k 
in bem 2Cu6bru(!e yLlJli^ JC[o;.] baJjeniger woju ber <infdngnd[ie TtuSbru« 

burc^ bte gemad[)te 2(nna()me t)er^nbert tfl, fo, baß man allgemein ftnbct: 

k k-i k-i 

^^^-^.5C[o.J= b.JC[o.-].o+(b+cl).^-jC[o-.3i-.. 

k-I k-I 

o>+i'd) ^■pC[o.-]r»..(b+hd).jr;[o,.]h 

^ ■ 

3fe6t fel&rt bte obige grage wteber, tote ^Cfo. J anntl^ilirt werben Wnne, 
ober rote man b ttnb d einzurichten 1)aU, bamtt bk + hd ju o wirb. i&iefeS 
»irb ober offenbar ber gaU fepn, wenn b = — k, d = k tf!, aKbann l^at man 

k-I k-t 

o = - h. JC[o-.]. o + (-h + l)^-jC[o..].i ••• 

k-I k-I 

(-h+rk). ^";C[o.J.r.--(-h + hk)^C[o.-]h 

olfo: 

"'"k-X k»l k — i 

**C'[o*.] = (-h+l^)''";C[o.O>^->+(-b+rk)^-;C[o>lr.>>+C-^ 

h.o 

eine SlccurffonSformel bon ber gefoberten ®efla(t unb Sigenfc^aft; bic Sorauöfe^ung, 
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k 

»el*e Wir jur 2CnniPnin8 fceö Tfuöbrudf« pC[o..] m^^Un, »irb baficr bur4> 
' Wefcn JCuSgang ber Untcrfudl^unfl flercdl^tfcrtiact. 

X a • 

SScnn ftd^ al^o bie @(emenfe o, i «.« auf bfe (Srißen a, a, & .., b^ite^en, 
ttnb tiefe (M f^actoren, bie formen aber ali Steile getiad|>t »erben, wie t8 bei ben 

k k 

q)or9nomiflIcoefficientcn, pC[o..], jCCo.]. «. f. ». ber §«0 ijl, fo bat mon 

für bie lite biefer ®r5pen bie recurrirenbe S3e)ie^ung: 

k k 'k • 

. k (k+i-h).*'-!C[o..].i...+(ik+r-b)''-!Qo..].; ...+kh. '*C[o.J.5 
pCCo..] = 2 ■ -^3 : 

welcbe Sormcl oud ber obigen entße^et , tpenn man ffir k ben Sert^ k + 1 unb ffti 

I a 

bie nacftiufe^enbrn Sfemenfe o, i .* bie ®r5ßen a, a, a .« fubfiituirt " 

SBenn man baber eine affgemein audgebrädTte ^otenj fotgenbennaaßen ftngirt: 

Ol' h 

r a t afSh a^hSlk _ \ ka , A kafS A kccihS 

Ltx +tx... «X ...J "^ -^x + «^x •.. + -^x ••• 

.• I a 

To Jgat man unter ben ©rS^en A, A .* forgenbe Stecurftonöformel: 

A = (k-t-l-h).A.'-y>.. + (.k-hr-h).A:... + hk.A.l ? 

a»li 

2)aS ^Tnfangdglieb ifi, wie fo((l^e$ aucb bei jeber Stecurfion atfoHtt n^irb, 
f4ion Mannt := a^ x^^. 

i&iefe 9tecurfiondformeI giK für jebe l^orm ber f>oten}, benn man maQ « 
unb f annebmen, wie man wtff, biefe @r6fen b^ben auf bie 9{e€urfton feinen Ctnßuß. 

Sfl « = cT = I , alfo bie 9)otena : 

Till hh + i-ik 
L*x -f" «x ...ax .».J 

unb man wiff bie ßoefficienfen fo bejeic^neu; baß ibre Snbice« mit bem Cirponcnten 

k 

bon X fibereinfommen, fo bleiben äffe Goeffidenten bn entwicfelunfl: «G [o^Oi 
k *^ 

^C[o..], nur werben I ba je^t jebed (SIement einen um i i^bffum {Rang annimmt, 
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blc Summen s(^t>^nenten um.k Sin^eiten größer toerben/ tmb ei benoaifbelt fid) ber 

k k 

hfc ßoefficicnt JC[o..] in ^^^Qi-] unb 

k ' k k 



iit: 



a«h 



\ 



^|^[I..]— ; j 

a.h ' 

tinb man ^at bälget m^ biefer SJerinberung ber 6oeff icienten ber SBaftd, wenn: 

ri i , 2 a hU "Ik ^ A k , A kfl A kfh 

lax -j- ax ..• ax ... J "*" -^^x ~ -^^-x ... -^^x 

o k 

ijli wobei A = pC[x-0 = i^ = '"^ flefunbcn wirb, bie SlecurjtonJformel: 
^ __ (k+i-fa),A:...+ (rk + r-h)A'.^^ ... + hk.A'lV 



I 

a.h 



Sfi bie *2Cniaf)I ber ©lieber ber Saftö begrenjt , fo faUen in ber Stecurftoti . 
aUt biejenigen ®(ieber weg, worin l()$^ere Soefficienten ber 83aftd t)ür(ommen, aK 
wirKic^ t)orbfinben ftnb, weil man. ftc^ biefe = o gefegt DorfieHen fann. 

&. 83. S)er erjle (Soefficient ber Dotenj 

(x — 3x« + 7x» — X*)» 

* o 

I 2 3.4 A — T 

wobei a = i, a = — 3, a = 7, a = — i mtb-^ — 

tjl, wirb gefunben: 

o ^ 

A = 3'A>("3) =-9 

1 

Serner: 

' A = ^'A.(-3) +6A.7 = ^^ t ^' = 48 
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^ ^ i-A.(-3) + 5A.7 + 9.A(-.) = -^44-315-9 ^ _ ,5^ 



3 
3 9 



i o.A{-3> + 4.A.7 + 8A(-i) =3 336 + 18 = 354 

A=3 ; . ^ _ . 

I 

u. f. f- 

89et btefer S3ere4)nung ber ©lieber fann man, fo wit bei allen recurrirettben 
Seflimimtrtgen , einen einfad^^en ^^ö)aniimx\i Qnn>enben, wie biefe9 oitS ber Stccurt 
fionöfcdtc leictit einaufe^en ip. • * • ' 



$• 64- 

{Btnomfr^^r 8f^rfa( fftc gan^e Crponcntcn. B inemialcoeffkienteiu 

2)er binomifcf^e Se^rfal fleSt bie ^nhoicfeluni) ber 9>oten) einer {weitl^eiltgen 
@r6ßr, (I + x), bar. 2>af biefeS nur ein befonberer gaa be« pol})nemif^tn »e^r» 

fa^eS ifti Unä^M fogleid^ ein/ benn i + ^ entfielet ani Um Polynom «x +» 



• •• 



h ttfhS o . . I 

a^ -. > wenn man a = i, ä = o unb J = i, a = i, fo wie alle folgenbcn 

3 3 

(Soeffidenfen a, a ... = o fe^t SBid man atfa bie ktc ^otenj beS Sinomü i +x i 

I 

beredS^nen, fo. fe^e man in bem aDgemefnen TfuSbrudP« für ben hfcn ßoefficienten ber i 

o 

entwirfelung eine« ?)oIvnomii für a, «^ /u. f. w. obige SBcrf^e; Jp loirb man ben 
hten ßoefficienten t)on (r + x)^ ffaUn. 

mai juerfi bie gorm ber (gntwicfclimg betrifft, fo ijl jTe 

I a 

I + Ax« + Ax« 



• » • 



we(<^e8 entfie^eti wenn man in 
bie ange^igfen SBert^e fe^t 



/ 
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. . fftmmt qM« mm biefelben-. QttfrfHdttionai pdt Ut fAaenMinni. «eciirffoirtfot» 
me( vor, fo i»(manbe(t fie |t(^ in: 

^= — 75 — ^ .A 

a 5 ; 

»eil aOe folflenben ®Geber mit fcen = o gefcftten Soefflcienten a, a •. U^afUt finb, 
SBir >ab« alfo jiir »erfc^ttung- ber Gocffictenten Wnomtfc|>er 9>otenjen eine 
0lecinrftonSformeI, mld)i U^xt, \oU man ani Um niäffbotU^^^tnUn bm umitUlbax 
fia(l^fo(genbcn befh'mmen (dnne. 

o 

3. 85. 68 werbe (i + x)<^ terlöngf, fo fit, ba immer A = i iff: 
A ='[ZfiJ.A = 6 

A = [Z^].A = |.6 = i5 

3 a 

A = [^;*JA = J-ao = 15 

n« f« w» 

Sj!h=sk+ I, fo ijl 

kfi k 

tinb folglicf^ werben auc^ alle folgenben = o, xoeit fte' au8 ber aRu[ti)>ncotion mit 
ben t)or{iergel^enben entfielen , bie kte 9>oteni i>on > + ^ W Alfo nur k @Iieber 
nad^ bem anfdng[t<^en. 

2)ur4^ biefe SSetrad^tung ftnb mir ouf eine Steonrftonifomrel gefommen, ttu 
m6ge welcher ed [ei(|)t ifi, bie fuccefrit)en Soefficienten eine< gu einer 9)oten} er^obe^ 
nen SSinpmii abjuleitem SBirb eine inbepenbente fBeflimmung oeS SarjufleOfenben 
verlangt, fo muß guerfi bemerft werben, baf allgemein ber hte (Soefficient i>on 

28 
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^A iejCßJcn Htm. 2)a man nun für biefe ®f6fen We (Recurftpri ' 

. h b'-i 

JjL — — r — • -HL- 

Ijot, unb auf biefdfic SBeife «id{^ bie gacuKilten mit bet SBap» -i rccuwireti »firben: 

wenn nidl^t ber S)it9ifor h in aMgem ^uibrudfe w^te, fo fielet man (eid^, baff btefem 
ttmfionbe balb abgef)o(fcn »erben (6nne». tpenn man nur onf beiben Gelten ber legten 

(gleic^ung mit p muttivlicirt, .beim olSbann ifi : 

h h-i 

h 

• ' eine SteoitfionSformeti weldde mit ber fuj ^A ibentifc|^ ijl, fe, bafi man alfp 

it htff 

flubet» 

Sör R = o ift ^A = I unb bojrer: 

4- ober I = s§-^ = ^tn^-i 

Sa fk'er bie Safen ber beiben SacitUdten t)erfc^teben fepn mfiffen, fo folgt, baß bei 
ber ®(e{c^tie{t berfelben bie Sjqponenten = o fe^n mfiffem Um auc^ bie (Sonflante 
B in bejümmeni. fegen mir in. benv 2Cu$brucCet 

fSr R' bfk: SBereff r, aföbamrmirb ^A — ir bcnn e« iff ^A = k.^A = k. 
fofgli^ {fot man. 



j _ -ykfors-i 



B 



k. = '^+>g- «: =. k -f tt. 
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intfo ifl aud[> n 5? o, unb batet: -.. ^ 

^ -^ p- t> . h.(h-i)TT7i 

SRan l^at bälget aUgemem: 

JDiefe burd[^ bie 9>ermutatipn$ia(^( i^reS ®rabe< btoibirten Sacultiten iTennt man 
Wcffö ©o|e8 »eaen SBinomialcoefficienteiti imb bejeic^net pe fefer fc^icflicli 

bur* ba6 beutfcfec §B, fo, baß aHacmein '^ = ^^^"'^''f'^^'^^^ ^tt btt 

SBinomiaUoefftdent bcr kten ^otcnj genannt tioirb. 
9{ad[^ bicfer Sejetcf^nung iß affo: 

£ie Sacultdten gefi6ren gu ben merfwfirbtgflen 2Cu§br&Jen ber Znalj^fU, unb 
il^re (Sigenfd^aften unb gegenfettigen- 83eiiel[)ungen ftnb in f)0^cm ©rabe merfmfirbtg. 
9Ran fimmt bei unjd^Iigen anal^tifc^en Unterfucbtingen auf biefe Sagten, unb bie 
genane JCenntntf tbrer Slatut tjl ballet bem Unal^tiUt .fef)r widi^tig. ^ 

Sßir ^aben fcbon oben gefeben, bap bte bmomif4)C Steige/ fobalb ndmlicb bet 
S}r)>onent, k, eine ganje )>ofttiDe dal^I ifl, mit bem ktcn ®(iebe nacb bem anfing« 
lt(ben abbricf^t. S>iefe Sebau]i)tung rechtfertiget (t<b aucb burcb bie inbepenbente fßtt 
flimmung, benn e8 ijl 

k^iy _ k(k^i)... (k-k) 

•^ ~ k(k-x) ... I ~ 

unb alle folgenben Soefficienten werben gleic^faff« ben Sactör k-k=o in fic|> fc^Iießem 
^an M: 

k-h 

kflft _ k(k-i) ... (k-(k-h>i) _ k(k>i),..(h t 

^^ ~- (k-h)(k-li-i) ,.. i ~ (k-h)(k-.Ii-i)... r- 

gerner b^t: 

k 

kS» _ k(k>i) ...(k-(h-I)) 

•*^ h(h-i) ... 1 



V . 
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^tmftet %bi^nitU SfhUnßxm$. 



|feM n^M ben hteti einomiatcofffidetttm wn htm k*htni ob, (p iftt 

2)a nun a(fi^ ^lo bet hfe ffoefficten^ bom enbe bet Kctbe «md^neti {ft, 
fo folgt, bafi bic (Soeffictenten ber dfnomtalreibe^ toetcbe um gleich «fei Slicbet oom 
Ttnfange unb Siibe ber 9teibe entfernt finb , tbentifcb fepn mfiffen» ^at man bobei 
erfl bie eine «^fle ber Steige bcre((itet, fo ift baburcb bie anbete gegeben. 

i>at man }. S. (i + ^)'^ h^ bete^nm, fo ift ber erße (Soefftdent nadb bem 

anf(lngn<beri = ^''§ß = lo, ber »weite = '""SS = r^ = 45i ber britte 
= logj -^ !2:2^ _ „o, bertrierte= '"§B = J?^. = «<>, ber 

f&ifte enbfic^=:. '"IB = '-^hJÄ'r = ^5^^ ^'f^ '^' 
(i+x)'<> SS 1+ lox -f 45X« + laox* + iiox^- + 25»x«^ -f" aiox« + laox' 

+ 45x»-f lox^ + x'<^ 
9tan fteSt geta>6bnl{(b ben btnomifcbm Sebrfa^ in einer onbenr ®eflalt bor, 
inbem man bie fBafi^ nfcbl i + ^i fonbem a + b feftfc ©ub^ituirt man {Aocb 

ffir X ben SBertb ^, fo ijl (i + x>^ = (i + ^)^ .= '^(^ + b)* / fblfl«* 
bat man: 

alfo : 



Geratet 3Cbf((^nitt 

Formern ^olpnomifd^et unb binomtfc^er %^W^% futn 
gebtod^ene unb negattt^e ^"j^mtaiMi* 



$> 65* 

Atctttritettbc 8(#(minao0. 

es tfl oud (er elementar^ 2Crit(mett(.befannt| V a = a^ ®'^^ ^^f^ 
bic 2Cuiiie(ung ber fflurjel oagemetn beS nten @rabei ^vA einer Sorm; 

Oll ofÄ i. 1> «f W 

tcrianat, unb man weiß (^^^^ 4. ix^.t/ + ^x^t")* *" ^wec^nenr fo \tX xam baS 
®efu(^te bargefiellt. SBir l^aben ben polpnomif^^en 8e(rfa$ fnr t^or^ergel^enben 2(bs 
fdS^nittc #reng abgeleitet, aOeiit biefe Stbleitung erjirecfte ft^ nur auf ^(xnyt pofttite 
S):))onenten , n>ill man i^n auc^ auf gebrocficne unb negaffoe 6]c))onentm aui^bel^neit, 
fo bebarf %i noc^ einer Unterfuc^un^, 06 baburc(^ bie VuöbrMe für bie Coefftcienten 
biefelben Wybixt, ober ob fte baburcfi^ eine anbere,, oteKei^^t 00a ber erfiem 9^^\^ 
oerfdl^iebene ®ef}alt annehmen. 

SBir bfirfeti im SorauS betr @a^ ' auffTeSeir, toel^en tt)fr fogleic^ jhen^ Ur 
toeifen toerben^, baß bie abgefeitete StecurffonSformel )ur Sere<^nunft eineff jeben 9>o^ 
lynomialcoefficienten ganj biefelbe bleibe , ber 6i;))onent fey eine ifak%t ober gebroc^enej, 
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pofttiDc ober negaftt^e 3al^I, b* {|. wenn man eine 3>oten} eines 9>ol9nomf{ iu Un^^ 
,nen l&at, beffen Qxpcmnt -m ober ^ i(l| baß man nur nitl&ig ^abe, in bie befamttc 

gjecurjiDnSformel für k ben ®ert^ — m ober ^ ju fub jiif uiren , um ben htea 
(Soefficienten ber iu entwicfelnben ^otcn) ju erl^alten. Um btefeS barjut^un , fnw^t 

man bie Kic^^tigfeit ber Slecur|iongformel mir für ^ unb — i }u beweifen, beniii 
wenn bie StecurficnSformel für ben Grponenfen p biefelbe bUibt, wobei wir ntAa 
flimmt Uiffen, waä für eine 3abl P ipf fo wirb ffe auc^ noc|> für np geften^ wenn 
. n eine ganje pofiti^t 3a^( ifl, benn babun^ wirb feine Sebingung in Tbftcf^t ttiif 
ben @r{)onenten ^er(egt, p wirb babur^^ weber negatit) no4^ gebro^^en. ®i{t bälget 
ber Safe für - , f o wirb er cn^ fftr i . n =2. gelten , gilt er für — i , fo lofrb 

er audS^ noc^ für (-i).n = — n feine Slic^tigfeit behalten* 

Um aber in zeigen, baß gnr S3eredEiming beS hten Goefpictntten wn 

Cx^ + ix^t.O"' biefelbe SIecurftonS formet, wie bie för^ ben (griponenten k ongc« 
wenbet werben fann, ftngire man bie ^otenj: 

foip: o I h * 

:," + ix^.t*. .'x^^? = CA«" 4- A«-f.'! A«"+!'.':r 

Sie ^oUtii mit bem @]r)>onenten jqi wirb na^ ^oienjen t>on x folginber- 
inaa^ f optf c^reiten : 

■ • • * 

eoH biefe Siei^e mit ber oben angenommenen Saftd ibf ntifcf^ fe^n , fo muß fte 3tter|l 

ber gorm na4> mit i^r fibereinf ommen , b. 5. e8 muß ma == «, olfo ä = ^ 

^iinb ,d = i fcvn, 35ann mfiifen qUi6} ^o^z ßoefficienten in beiben gleicb fepn, b. ff. 
man ^at "allgemein: 



h — ~ — — : 






iU 



a 

oA - _JiwA4'C'»-'»+O.'';;'A~.+,{i-.m-If+r).'';'Ä:»..+((h-0m-i) JA 
.i^n/x— ^ — ■ " — ■ ■■ ' 

m. 



xa 
Ir-r b-» 



< i>> 



älfls $at man : 

A - ft- h+^)lA-f...+(r^>-h+r):Ä'..-f((h-i)£- i)'':'A+i.^^A 

XX ■ ■■• I ■ ■ ■ ^ ■■ ■ II I . , ,, 1 ■■ — iiw. 

' fia 

iuA Wefc III biefclbc SlecurfiottSfarmet, »le bie, xocldft xok fftr ganj« Crponenten 
obseldtet bAben. SBf tb ballet gefobert , bie SSSurjer aOgr^mem be9 nten @rabed attS 
einer .geiviffen Sorm iu )ieben^ fo fann, man fjfcb baju berfclbcn Sformef bcbienen, 
aM man beim $oten)üren anttanbte, unb jDoar mit Ut SRobiftcation, baf man ie^t 
^att bed (Sr))onenten k ben ^tndf ^ fe^t* Skibt aber bie Formel fAr ben SBertb 

^ tidftid, fo flilt fie auc^ für ^, wie au8 bem »onjergcbenben Kar ijl, unb \)\mit 

xoiu alfo ber ^»olpnomifcbe Se()rfag fiie gebrochene @]r)>onenten enotefen. 

SS {|l nun nocfn 4bn^, fu feigen,, bap bie Sounel; audf für negatit>e SBertbe 
ber 6r)>onenten gelte. 

« ijf: " 

/-o « rat« . Eo.tfr5N.i_^-^ ^^j'^ ^ ^^^ 
V^ax -h ax .•. + ax ... J .x —f- « :., + ix« l.V 



h 

li5 



ev, biefe« = Ar* + Ar^'^K'^t 






fo ijl a\ä ber 8ebre tjon ber Oitjifipn ftor, baf A = T =-."* ^^^ attdemein: 

:A + iA,.,.,+:A...!iA.= o 

tf(. •^t(Mtt6 folgt ab», ta^: 



• 



. h-r. ' h-r 



Ä = - « A — ... — lA ... _ ,A 
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fol9t{(^ (lat man: » 

. 4 

eine KecurftonSformel, tvelcfie mit ber ffir ganje (Sn>onenten ftnetlei tß; ^ilt bk ^ot« 
mel oier f&r ben SBert^ bed e):t)onenten — - i, fo gUt fte attc^ für -— m, ttnb man 

(at bal&er, »enn aOflemda g,* ^ .\*** l;^*t^^^ «ö entwirfein ift, mUi tt 
fliii^iUtiQ i(tf ob k eint fion^f Dber gebroct^ene , yofttiioe ober negatioe 3a^I i(t, iur 
ßeredi^nung bei hten (Soeffuienten biefer ^tttoirfelmtg bie alTgemeine SZecurfton': 

A = (k-h.+ O.'A + .-.+ (rk->h-fr) ;A ... + (kh)iA 

ah 



.; $• 66» 

3 II ^ e p e n b f II 1 1 8 t fl Tm m b n g. 

«^ieraui folgt aber , bap bie Goeffidenten ber entwirfeften ^otenjen in jebem 
SaDe, bej: Srponent fey pofiti^ ober negatib, ganj ober gebro(|ien, audf auf eim unb 
Mefelbe inbeyenbente fESeffe gebilbet werben mäffen. 

Sßir fanben cben.ffir ben hten €oeffic{enten ben fnbet)enbenten Huiimi: 
k . ' 

jC[o-]; ift W^ ^ aegalto ober gebrochen, fo wirb biefer ÄuSbrurf finnlod; im 
beffen f innen wir l^n nodf umformen /baß babei ber Cirponenti k, niö)t alt ^(affem 
Crponent erfc^eint* 

Sir fanben (§. 26« €S. 89O bie allgemeine recurrirenbe Sejie^ung : 

^Qq..] = ^•^i.'iJQcq+i)-.].-.- + '^-*;ÄQ(q+iW.-.+^Cf(q+^^^ 

feftt mm barin fftr q ben ffiert^ o, fo i|f:' 



■ k ■ . • t » ' ■ k ; 

*'C[o..] = k.iCci..]... + k.iCcr..]... + ''Cri-.i 

o . o 

JDtefe Sonnet bt\d)t na^ 6. 90, wenn k griper. ifi ali h, fc^on (ei tem hten ®IMe 

ob, fo, taf.^C[i-.] *« We a^eit ber.aecurppn tjL 

Str moUen nun untetruc^en, xoai biere ©feic^ung ffir eine ®efi'alt bef j^nraif, 
toenn wir iebe Sombinationöform mit i^rer SSerfe^ung^jal^I tnultit>fi((ren , b. . b. iptm^ 

man anjtatt ^'C [<>..]/ JC[o..] f^reiben wiff» 

r ' ■ 

8Äön neljme m6 o^"' ""CCi-^ «'^fl««* eine fform o^"' M, fo, ^a$. bit 
9)ermuta(ion$iab( t)on M = N fe^» ffiiren aOe Elemente in M Derf<^iebeii , . fs 
xoixt S := 1.2.4. r, iinb bie 9)ermutation8gabI t>on o^'^^M, win s?: LLm^ 
= k(lL-i) .•• (k-(r-i)). S)a aber in M mehrere glefcbe Elemente oor^bm 
fepn f innen, unb ba6 9robuct, toelcbei barauS entfielet, al$ Sioifor ber 3abl 
k(k-i) .». (k-(r-i)) beigeffigt toerben mu^, fo folgt, bafll biefef |>robuct be^ 
fannt fepn mu^, t^enn man bie ^ermutationdja^l \>on o^^'^M berecfinen wiK. gim^ 
nen wir e« = y, fo ip ^(^'^)'-^ — n, alfo y = liil^-^iii. 

©ajer ijl bie 9)ermutation8jabl ber gorm o^^M 

^ k(k-l) ... (k-(r-i)) j^j^V 
r«(r-i) ••• I 

r 

Sebe ybrm;aw8 o"^"/ ^C[^-»]f »wn pe mit ijrer |)ermutationJaa]^ mub 
tipltcirt werben foQ, befimmt anßer ber 9>ermutation8ia((,. we((|ic bie 6(emente obnc 
bie t>orgefe6ten oten barbieten, nod|^ ben f^actor: ; - ^ 

k(k-o ... (k-(r.>i)) _ vap: 

r(r-l),.. I «*^ 

r 

®ebenfen wir un5 iebe %oxm ^on o^'^^Qli*^] mit ibrer |>ermutatiott<s 
jobl oerfe^en # unb abbite ffe aUt jufammen r fo bleibt ber gemdiif<^aftl{(|ie Factor 

r r 

fBtan (At ba^et: - 

29 



\ 
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3f} k gci^tt ali h , fo fc^Iießt ftc^ Ut ^Tuebnttf i^on hti txm htm Qliebc : 
k 1» • . 

Ltni ®Uebc ge^ct/ fo wetten bte ©Heber na^ bem kten fd^on t>on felbf{ = o, weil 
^^^lu f. ».=0 ifl. Wlanhxhdt ft(f> ba^er fär aOe SiQe genfigenb auS, »enn man 

fefct. aRwlti>Iicirt man biefen 2fu8bru(f mit x'^« t td^ ^^^ ^^^ ^^„ j^^j 1^^^ gj.^^ 
ber gefoberten 9otmi bargeflellt Stt biefem tnbe))enbenfen Vudbrucfe fann man f&r 
k iebtotBert^ fegen; o^ne baburc^ eine ungereimte ^oberung jn t^un, unb bamtt tfi 
benn ber aSaemetne 83en)eiS be< ^olpnomiaft^eoremS gefcbloffen. 

o ^ a 3 

Segt man a r= a = i/ a, a »• = o, « = o mib J" = i, fo i>enoanbett 
fl^ boS f)o(9nomtum in ein SSinomtumi i + x , unb t)on bem {nbe))enbenteti 3(u9< 
brntff ifi nur baS hfe unb legte ®lieb reeD, benn ba nur erfte Stemente t>or^anben 
finbi fo'tann ntn; bie hte Jtlaffe eine eben fo ^ol^e ®umme geben; nun ifi aber femer 

o^"** = I, pC[J-] = I «»* ^^i^^ *« '*te ßoefficient üoni(i + x)^ i|f^ xoit 

•im = ^. 

3. fB* (SS toerbe uvtan^t, ani ber Jorm 

2 — X -f- 3x« — ax' -j- 5x* — 3x^ 
Ml Gnbiooutiel ju )iel^en, unb a m6gen bie fu€ceffit)en Soefficienten m^ ber Sic« 
cwfponJformel ju entwicfeln fepn. 



« ijl A= Va= 2* 

A = ^(-Ov^> = _ 



i-al 



A = (|-i)<-iK-f2i).+ #.5.2i _ -iaf + 2.2J 

• '^ ■' ■ 4 — 1 '■ = if a* 

— — ^ - .^ — 

tt. f. VD^ Xlfo ^at qia'n: 



M « 
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. SBoate man bte Zu^^aU inbepenbrnt Ufen, unb 3« e. ben britten Goeffti 
rienUn berect^nciti fo ifl btefer 

tDobei ffd> bte Elemente o, 1,2 .. ouf bte Sohlen S; — i, 3, «- 3, 5, — 3, 

bejiel^rt. 

9}un ifl: 
I 

pC[i»0 = 3 realiftrt = — 3 

a 
3C[t..] = 3.(19) * * =s — 6 



A « .^ 



P 



5 



JC[t..] =111 ^ * — I 



«• * 



alfo Ut gefu(|)t( Gocfftctent: 

- x.3-t(.3)+ liL-J).a-5(-6)+iaiII$ii).a-»(.,) 

xoU totr (ftn oben gefnnbem 

SBtrb ^cxtatiQt, au6 i + x bfe SSürjel beS sfrn ®rabeS ju )te^en, tmb'ivra 

nton fiö) boju ber KecurftonSformel bebienr n , fo iß 
o 
A = Vi = I 

X o 

5 , a . 

4 3 • . 

A = i-:i.A='-^ " 



u. f. w. 3(tfo ifl: 

s 

fBerlangt 



mat man ). S. b(n vurtm 6oefftc{(ht(n tnt()>(nt(nt Mrjufreflfen, fo 



in er = JSß = ^^?-^fi;'>i^tl> .= - Ti.V 



6ffbftitet Zi\i)nltt 



3nbn>tnbnitc BefUrnrnttna htt WUhn ber Arpoatiitfatrdbc. 

vin< yotenj*, roüd)t Ue «^auj^fgrißen Im (^rpotmtten (eft^t, (et^t eine Crpo« 

nentfalgrÄfe. ©etflleic^en ftnb alfo a*^ b*»** + •»... ^ *fl^- Siix xotts 
itn uns l^iet nur mit Um cinfacf^eren %aUe, wo ber (Srponent bloi bie cinfcu^e 
.«j^ptgrife ifl, bcfct^iftigem ®oa matt ben Zixibxuä (c 4- &)' in eine Steige 
cnttotcfeln, fo fann biefcS na(l[^ bem btnomtfc^en eebrfa^e gefc^ebeni aOetn, bte Steige 
toixb nadf ^otenjen i>on a fortfcbreiten , unb bte ^auptQtb^t in ben ruccefrtt)eti (Soeffi^ 
ctenten entbalten; foQ bie Stet'be itacb 9>otenien von x vegelm^ftg fortlaufen 1 fo ift 
1104^ eme Umformung erfoberlic^. 
SRan ^att 

(I + a)* = I + xa + ^^zH a« ... + «(x-Q ... C«-(h-i)j ^h; 

Cnti9t(felt man ieben etnjelnen Soeffidenten biefer Steibe, ba| er nac^ Dotenjen i>oii 
X fortf<^re{tet, abbirt aßbann ^bie fimtlidl^en entmicfelten Vu<bru(fe gufammen, fo 
toM man eine Steige ffir (i + a)^ ^aUn, bie nac^ |)Qten}en be« QxpQntnttn fortUuft. 
« ip: - 

x(x.i).(x::9).,:t±.(ri.-i7)=<C l^.(h-0 

+ (-0^'/C[..(b-i)].xO 



i» * 



ff 

= x^ -c*[I..(h-I)].x'•-^..+(-I)':C'[x..(h-I)].xV.:-K-o•':* C[i..(h-i)]* 

tmb b«9 gaitje lite ®Iteb »on (i + «)' t^ ba^er: 

h-i 

€5e(|t mva, in bem rfen ®(tete tiefer Slei^e für h-r ben SBert^ n, fo, baf alfo 
h = n 4- r ip, fo ifl 

teri^nige Z^eil be< oten (SKiebci ber sanken Sntmictelung looii (i + a)*/ welcf^cnb«* 
hte ober Q+rte ®Iieb ber obigen Steige ba|u betgetragen (at* S)a$ friidefie ®(ieb 
biefer 9iei(e, n^elcl^eS x"^ ent|)aUen fann, iß ober baS nte, fe^t man ba(;er in bie^ 
fem legten 2(u8brucfe fär r bie SSert^ie toon o bis gu jeber unbeflimmten Seite fort, 
unb abbirt bie baburc^ entfle^enben TCuöbräcfe )ufammeni fo M ^^"^^ baöienige, toad 
aOe Qlieber ber ^uerft gefunbenen Steige fbr (i •{- a)^ )u bem nten ®Itebe beffelben 
2(udbrucrS| »enn er xkOiii 3>otenien t)on x fortiduft, beitragen, ober eS ifi 

ber inbepenbente XuSbrutf für baa nit ®ricb b«r Gntn)t(reruag i^on (i + O'* 

SaS erfie ®lieb n>irb bebeutenb einfad^er, benn fegt m^ ffir n ben ffiertl^ 
ii fo ifl boö erfie ®lieb nacf^ bem anfdnglijp^^en == 

[._V.!C'[t:3 ... + (-d: -%*'>.'*'. C{i..r] ...].x 

r 

SRun ifl aber aOgemein C'[i-r] = i. 2» 3...r = p, folglich ijl baS rte ©lieb 
biefe« »uSbrurf« = (.i)fi!l!, iinb er feftfl: 

I 

C'-r + r - r -..+ C-)'^' f ...)«. 
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9}ennt man tet 5tfirje wegen beit Soeffictenfen te< ntcn ®(tebeS, obei ben, 

n 

muttiplicirt mau biefe beiden 0tei^en mff etnotober, änb ocbntt boS fhobuct tmHf ben 
|>ot(ttifn »on a, fo finbtt man nac^ bem Sor^erdt^rnbra bm <EoefficEenten ju a<*^'r 

...+ C[i..(n+r-(h+i))].fc:f7.-<-];'-''> ... 4- Cti..(n-i)],fr.7) 

SSuIttyltcitt man iebeS ®Iteb biefcS ^orfficienten wn a"'*''^' mit"^% in.- 

-(ofr) 

bem man außctfralb ber Jtlammer ben ^Mtot p bei'fttgt, bamit ber 8Bert( beweiben 
nt(^ geinbett werbe, fo wirb biefer VuSbrucf: 

r r-l 

(-i)'"<;+'l[C'['..(« + if-i)]+C [r..(n + r-2)].|.(n+r) 

...4- C [r .(n+r-Oi+i))] ^,.(a+r)..n+.r-(h» i)...C' [l..(n-l)3 rti<'»f»")"(*+0. 
«Run ijl aber; 

r r-i r-h 

C* [i..(u + r-0] + C* [I. (nfr-a)j(ntr)... + C' [i..Kr-(Iif i))](ntr) . (utr-(h-i)) 

o r 

...C [K. (»-!)] (n+r).. (n + 1) = C[i.-(a+r)3 
(§. 15. ©• 41) 

SSan flfnbet burc^ eine (etcf^te SBetrac^tung , wenn iebeS Slieb btefer Stecur« 
flonSformel mit einem Sruc^e muln>ncirt . wirb , beffen Sdbler = i, beffen 9tenner 
aber = bem 3nber Ui ®Iiebe« + i ifl, \o, iafi oHgemein ba« hfe ©Heb ben gactot 



-pj htfomtnt, baß b«büi^ ber ÄuJbnt* C'Cr.*(n+0] k«t gatför ' " '''^ ' 
ongenommen ^6e* 



n 



^rffr-CCcCn+r)] = C[i--(ti+r-i)] + ... 



i^.C [i..(tt+r-(h+i))](u+r)..(n+r-(h-i))... 7^ iC' [i..(n-l)](D+r;..(ri+i) 

2>a nun tiefer Zuiitaä berfeI6e tß, tote Ut f&t bcn rfen 6oefftcienten »m 

n I 

K.K, «Ufer, bflf »tefer no<^ tien 8f«ctor (-i)f ■^\?"'^ bejfftt, fo for^t, »af 
aDgnnem bai rte ®Iteb t)on K « K 



{ft. 9San ^ bä^er: 

K.K =(a+i). -«f >.'+' - (a+t). -<'J^'> C[i..(a + i)];.»? « 

olfoi 

K^ = -ff) .-1« - (f ) C' [I..(a+I)] .-.t! + (-1) ' ^^'l C [i..(n+r)]. .-M^ 

unb bief^r TCuibtnd ifl na^ bem Sorl^ergel^enbett = IC foldlicf^ ^t man unter bem 
Soefftctenten folgenbe atecurffon: 

1^', K.K 

ober ffir n bm SBerf^ n-x gefeit: 

a-X X 
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i 



7(uf eben Hefe Vtt wfirben au^ bte 3>o(enjeii t^^ti KL reatm'ren , xMijx m^t 
in btefem TbiSbrucfe ber SiDifor n t)orbanben xoite, benn e9 tß: 

allein mu(tt>Ucirt man K." mit 'p^ f0 ^at man: 

-. I^. = K.-' v'! K-' 

jDtefe RecurftonSformel tjl aber mit jener t)oQ(cmmen ibentifc^, unb man ^t 

ba^eri wenn man bie Sonßante ge^&rig bejlimmt \^\\ 

I 



K = K- 7 = S: 



• •• 



i*a.«ii 

Se iß ba^er: 

(I + v^i^ziz I + Ax + A\« j^ k xs ^^ + AV 

1. a 1. 3« 3 i.'2* .r 

jOer iiibe)>enbente ^fiiibnuf iß ftiemlid^ tufammengefett, allein biefe recurri? 
renbe SBejIimmung erfclieint beßo ernfaclier, fo, baß eS feine @((^mierigfetten b^bcn 
tann, biefe 9Mbe# toclc^e man bie <E)rponentialreibe nennt, fo »eit miin n>ia 
jtt beregnen r wenn man erft ben erflen ßoefpcienten , A, bargeflent \^(iX, n>el(^e$ 
Iriclit iß, aber, wie wi feiner @cflalt er^eQet, burc^ W^ttm^ gefc^eben muß. 
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